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Teil I.
Ringe und Ideale
1. Ringe und Ringhomomorphismen

1.1. Ringe
Definition 1.1. Ein Ring A ist eine Menge mit zwei ausgezeichneten Elementen, 0 und
1, und zwei binären Operationen + und ·, so daß

1. (A,+, 0) eine abelsche Gruppe ist,

2. (A, ·, 1) ein Monoid ist und

3. die Multiplikation distributiv über die Addition ist, also x(y + z) = xy + xz und
(y + z)x = yx+ zx für alle x, y, z ∈ A.

Der Ring heißt kommutativ, falls (A, ·, 1) ein kommutatives Monoid ist.

Wir nennen (A,+, 0) die abelsche Gruppe von A und (A, ·, 1) dasmultiplikative Monoid
von A.
Sei A ein Ring.

Proposition 1.2. Sei x ∈ A. Dann ist 0 · x = 0.

Beweis. 0 · x = 0 · x+ 0 · x− 0 · x = (0 + 0) · x− 0 · x = 0 · x− 0 · x = 0.

Folgerung 1.3. Sei x ∈ A. Dann ist (−1) · x = −x.

Beweis. x+ (−1) · x = 1 · x+ (−1) · x = (1− 1) · x = 0 · x = 0.

Eine Menge A mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 und 1 und zwei binären Opera-
tionen + und · ist also genau dann ein Ring, falls für alle x, y, z ∈ A gilt:

x+ (y + z) = (x+ y) + z;
y + x = x+ y;
0 + x = x;

∃(−x) ∈ A : − x+ x = 0;
x(yz) = (xy)z;

1 · x = x; x · 1 = x;
x(y + z) = xy + xz; (y + z)x = yx+ zx;

0 · x = 0; x · 0 = 0.
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Beispiel 1.4. Die ganzen Zahlen Z bilden einen kommutativen Ring. Dieser Ring ist
grundlegend für die algebraische Zahlentheorie.
Beispiel 1.5. Der Polynomring K[x1, . . . , xn] in n Variablen über einem Körper K ist
ein kommutativer Ring. Diese Ringe sind grundlegend für die algebraische Geometrie.
Bei der Definition eines Ringes ist 0 = 1 nicht ausgeschlossen worden:

Beispiel 1.6. Gilt 0 = 1 in einem Ring A, folgt x = 1 · x = 0 · x = 0 für alle x ∈ A.
Damit ist A = {0}. Ein solcher Ring heißt der Nullring und wird mit 0 bezeichnet.

1.2. Unterringe
Definition 1.7. Eine Teilmenge B eines Ringes A heißt Unterring von A, falls B eine
Untergruppe der abelschen Gruppe von A und ein Untermonoid des multiplikativen
Monoides von A ist.

Wir betrachten B auf offensichtliche Weise wieder als Ring. Eine Teilmenge B von
A ist also genau dann ein Unterring, falls für alle x, y ∈ B gilt:

x+ y ∈ B;
−x ∈ B;

0 ∈ B;
xy ∈ B;

1 ∈ B.

Beispiel 1.8. Die ganzen Zahlen Z bilden einen Unterring der rationalen Zahlen Q.
Beispiel 1.9. Wir können einen Körper K als Unterring des Ringes K[x] der Polynome
in einer Variablen über K auffassen.
Beispiel 1.10. Der (bezüglich der Inklusionsordnung) größte Unterring eines Ringes A
ist der Ring A selbst.

Proposition 1.11. Ist (Bi)i∈I eine Familie von Unterringen eines Ringes A, so ist der
Schnitt ⋂

i∈I
Bi ein Unterring von A.

Beweis. Da die Bi jeweils 0 und 1 enthalten und jeweils abgeschlossen unter Addition
und Multiplikation sind, folgt, daß auch der Schnitt 0 und 1 enthält und abgeschlossen
unter Addition und Multiplikation ist.

Konstruktion 1.12. Sei S eine Teilmenge eines Ringes A. Dann ist der Schnitt aller
Unterringe von A, welche S enthalten, der kleinste Unterring von A, welcher S enthält.
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1.3. Ringhomomorphismen
Definition 1.13. Ein Ringhomomorphismus φ ist eine Abbildung φ : A → B zwischen
zwei Ringen, welche einen Homomorphismus zwischen den abelschen Gruppen und einen
Homomorphismus zwischen den multiplikativen Monoiden von A und B induziert.

Eine Abbildung φ : A → B ist also genau dann ein Ringhomomorphismus, falls für
alle x, y ∈ A gilt:

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y); (∗)
φ(0) = 0 (folgt schon aus (∗));
φ(xy) = φ(x)φ(y);
φ(1) = 1.

Beispiel 1.14. Die Identität idA eines Ringes ist ein Ringhomomorphismus.
Beispiel 1.15. Die Inklusion B ↪→ A eines Unterrings ist ein Ringhomomorphismus.

Proposition 1.16. Seien φ : A → B und ψ : B → C Ringhomomorphismen. Dann ist
ψ ◦ φ : A→ C ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Die Verknüpfung zweier Gruppen- bzw. Monoidhomomorphismen ist wieder ein
Gruppen- bzw. Monoidhomomorphismus.

Seien A und B zwei Ringe und φ : A→ B eine Abbildung.

Proposition 1.17. Sei π : C � A ein surjektiver Ringhomomorphismus. Ist dann φ ◦
π : C → B ein Ringhomomorphismus, so auch φ : A→ B.

Beweis. Seien a, a′ ∈ A. Dann existieren c, c′ ∈ C mit π(c) = a und π(c′) = a′. Es folgt
φ(aa′) = φ(π(c)π(c′)) = φ(π(cc′)) = φ(π(c))φ(π(c′)) = φ(a)φ(a′). Analog erhält φ auch
Addition, 0 und 1.

Proposition 1.18. Sei ι : B ↪→ C ein injektiver Ringhomomorphismus. Ist dann ι ◦
φ : A→ C ein Ringhomomorphismus, so auch φ : A→ B.

Sei φ : A→ B ein Ringhomomorphismus.

Definition 1.19. Der Homomorphismus φ heißt Isomorphismus, falls ein Ringhomo-
morphismus φ̌ : B → A existiert, so daß φ̌ ◦ φ = idA und φ ◦ φ̌ = idB.

Proposition 1.20. Ist φ : A → B eine bijektive Abbildung, so ist φ schon ein Isomor-
phismus.

Beweis. Da idB = φ ◦φ−1 ein Ringhomomorphismus ist und φ ein injektiver Ringhomo-
morphismus ist, ist auch φ−1 ein Ringhomomorphismus.
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1.4. Bezeichnungen
Konvention 1.21. Ringe bezeichnen wir mit großen lateinischen Buchstaben A,B,C, . . .,
Ringelemente mit kleinen lateinischen Buchstaben a, b, c, f, g, h, x, y, z, . . ..
Betrachten wir einen Ring als Rechenbereich, nennen wir seine Elemente auch Zahlen.

Betrachten wir einen Ring als Algebra von Funktionen auf einem Raum, heißen die
Ringelemente entsprechend Funktionen.
Konvention 1.22. Ringhomomorphismen bezeichnen wir mit kleinen griechischen Buch-
staben φ, ψ, . . ..

2. Ideale und Quotientenringe

2.1. Ideale
Definition 2.1. Eine Teilmenge a eines Ringes A heißt (beidseitiges) Ideal von A, falls

1. a eine Untergruppe der abelschen Gruppe von A ist und

2. a abgeschlossen unter der Multiplikation mit Elementen aus A ist, also xa ∈ a und
ax ∈ a für alle a ∈ a und x ∈ A.

Bemerkung 2.2. Im allgemeinen ist ein Ideal kein Unterring und ein Unterring kein Ideal.
Eine Teilmenge a von A ist genau dann ein Ideal, falls für alle a, a′ ∈ a und x ∈ A

gilt:

a+ a′ ∈ a; 0 ∈ a;
xa ∈ a; ax ∈ a.

Proposition 2.3. Ist (ai)i∈I eine Familie von Idealen eines Ringes A, so ist der Schnitt⋂
i∈I

ai ein Ideal von A.

Definition 2.4. Sei (fi)i∈I eine Familie von Elementen eines Ringes A. Dann heißt der
Schnitt (fi | i ∈ I) aller Ideale von A, welche jedes fi enthalten, das von der Familie
(fi)i∈I erzeugte Ideal in A.
Proposition 2.5. Das von einer Familie von Elementen in einem Ring A erzeugte Ideal
ist das kleinste Ideal in A, welches jedes Element der Familie enthält.

Beispiel 2.6. Sei (fi)i∈I eine Familie von Elementen in einem kommutativen Ring A.
Dann ist (fi | i ∈ I) =

{
n∑
k=1

akfik | ak ∈ A, ik ∈ I
}
.

Beispiel 2.7. Sei n ∈ Z eine ganze Zahl. Dann ist das Ideal (n) die Menge der durch n
teilbaren Zahlen.
Beispiel 2.8. Das Nullideal (0) ist das kleinste Ideal in einem Ring, denn (0) = {0}.
Beispiel 2.9. Das Einsideal (1) ist das größte Ideal in einem Ring A, denn (1) = A.
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2.2. Bild und Kern
Sei φ : A→ B ein Ringhomomorphismus.

Proposition 2.10. 1. Für jedes Ideal b von B ist a := φ−1(b) ein Ideal von A.

2. Für jeden Unterring A′ von A ist φ(A′) ein Unterring von B.

Beweis. 1. Als Urbild einer Untergruppe unter einem Gruppenhomomorphismus ist
a eine Untergruppe der abelschen Gruppe von A.

2. Für a ∈ a und x ∈ A ist φ(xa) = φ(x)φ(a) ∈ b, also xa ∈ a. Analog ist ax ∈ a.

3. Bilder von Untergruppen bzw. -monoiden unter Gruppen- bzw. Monoidhomomor-
phismen sind Untergruppen bzw. -monoide.

Sei φ : A→ B ein Ringhomomorphismus.
Beispiel 2.11. Das mengentheoretische Bild φ(A) von φ ist ein Unterring von B.
Beispiel 2.12. Das Urbild φ−1((0)) = {x ∈ A | φ(x) = 0} des Nullideals von B ist ein
Ideal von A.

Definition 2.13. Das Ideal φ−1((0)) heißt der Kern kerφ von φ.

Proposition 2.14. Der Homomorphismus φ ist genau dann injektiv, wenn kerφ =
(0).

2.3. Quotientenringe
Proposition 2.15. Sei a ein Ideal eines Ringes A. Dann gibt es genau eine Ringstruk-
tur auf der Menge A/a der a-Nebenklassen, so daß die kanonische Abbildung π : A �
A/a, x 7→ [x] := x+ a ein Ringhomomorphismus ist.

Beweis. 1. Auf A/a existiert genau eine Struktur einer abelschen Gruppe, so daß π
ein Gruppenhomomorphismus abelscher Gruppen wird.

2. Da π((x+ a)(y + a′)) = π(xy + xa′ + ay + aa′) = π(xy) für x, y ∈ A und a, a′ ∈ a,
gibt es auf A/a genau eine Multiplikation, welche von π respektiert wird, nämlich
(x+ a)(y + a) = xy + a.

3. Schließlich muß die Eins in A/a das Bild von 1 ∈ A unter π sein.

4. Da π surjektiv ist, folgen die Ringaxiome für A/a aus denen für A.

Sei A ein Ring.
Beispiel 2.16. Seien a ein Ideal und π : A � A/a der kanonische Homomorphismus.
Dann ist kerπ = a.
Beispiel 2.17. Ist x ∈ A ein Element, so ist x = 0 genau dann, wenn der kanonische
Homomorphismus A� A/(x) injektiv ist.
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Seien a ein Ideal in einem Ring A und π : A� A/a der kanonische Homomorphismus.

Definition 2.18. Der Ring A/a heißt der Quotientenring von A nach a.

Proposition 2.19. Durch x = π−1(x̄) wird eine bijektive ordnungserhaltende Korrespon-
denz zwischen den Idealen x von A mit x ⊃ a und den Idealen x̄ von A/a gegeben.

Beweis. 1. Ist y ein Ideal von A, so ist ȳ := π(y) ein Ideal von A/a, da π surjektiv
ist.

2. Es ist π−1(ȳ) = y + a.

Proposition 2.20 (Homomorphiesatz für Ringe). Sei φ : A→ B ein Homomorphismus
von Ringen. Dann gibt es einen Ringisomorphismus φ : A/ kerφ→ φ(A), [x] 7→ φ(x).

Beweis. 1. Nach dem Homomorphiesatz für abelsche Gruppen wird durch [x] 7→ φ(x)
ein Gruppenisomorphismus definiert.

2. Da die kanonische Abbildung π : A → A/ kerφ surjektiv ist und π und φ ◦ π = φ
Ringhomomorphismen sind, ist auch φ ein Ringhomomorphismus.

Bemerkung 2.21. Ideale sind also genau diejenigen Teilmengen von Ringen, welche Kerne
von surjektiven Homomorphismen sind.

2.4. Bezeichnungen
Konvention 2.22. Ideale bezeichnen wir mit kleinen deutschen Buchstaben a, b, c, . . ..
Sei a ein Ideal in einem Ring A. Sei x ∈ A. Die Nebenklasse [x] ∈ A/a von x bezeichnen

wir häufig wieder mit x, eventuell mit dem Zusatz „in A/a“ oder „modulo a“. Anstelle
von [x] = 0 sagen wir etwa, daß „x = 0 in A/a“ oder „x = 0 modulo a“.

3. Nullteiler, nilpotente Elemente und Einheiten

3.1. Integritätsbereiche
Sei x ein Element eines kommutativen Ringes A.

Definition 3.1. 1. Das Element x heißt regulär, falls für alle y ∈ A aus xy = 0 schon
y = 0 folgt.

2. Ein Element x ist ein Nullteiler, wenn es nicht regulär ist.

3. Der Ring A heißt ein Integritätsbereich, falls {0} der einzige Nullteiler in A ist.

Das Element x ist also genau dann ein Nullteiler, falls ein y ∈ A mit y 6= 0, aber
xy = 0 existiert. Der Ring A ist weiter genau dann ein Integritätsbereich, wenn 0 6= 1
in A und aus xy = 0 für x, y ∈ A schon x = 0 oder y = 0 folgt.
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Proposition 3.2. Sei φ : A→ B ein injektiver Homomorphismus kommutativer Ringe.
Ist dann B ein Integritätsbereich, so auch A.

Beweis. Sei also B ein Integritätsbereich. Da 0 6= 1 in B, muß wegen φ(0) = 0 und
φ(1) = 1 auch 0 6= 1 in A gelten. Seien weiter f, g ∈ A mit fg = 0 gegeben. Es folgt
φ(fg) = 0 in B. Damit ist φ(f) = 0 oder φ(g) = 0. Da φ injektiv ist, folgt dann f = 0
oder g = 0.

Beispiel 3.3. Der Nullring ist kein Integritätsbereich, denn die Null ist im Nullring re-
gulär.
Beispiel 3.4. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Integritätsbereich.
Sei K ein Körper.

Beispiel 3.5. Der Polynomring K[x1, . . . , xn] in n Variablen über einem Körper K ist
ein Integritätsbereich.
Beispiel 3.6. Der Ring A := K[x, y]/(xy) ist kein Integritätsbereich, da zum Beispiel x
und y Nullteiler in A sind.

Definition 3.7. 1. Ein Ideal a in einem kommutativen Ring A heißt Hauptideal, falls
a = (a) für ein a ∈ A.

2. Ein Integritätsbereich A heißt Hauptidealbereich, falls jedes Ideal in A ein Haupt-
ideal ist.

Sei K ein Körper.
Beispiel 3.8. Die Ringe Z und K[x] sind Hauptidealbereiche.
Bemerkung 3.9. Für n ≥ 2 ist K[x1, . . . , xn] kein Hauptidealbereich. Das Ideal
(x1, . . . , xn) läßt sich nicht von weniger als n Elementen erzeugen.

3.2. Nilpotente Elemente
Definition 3.10. Ein Element x ∈ A eines kommutativen Ringes A heißt nilpotent, falls
ein n ∈ N0 mit xn = 0 existiert.

Beispiel 3.11. In jedem kommutativen Ring ist 0 ein nilpotentes Element.

Proposition 3.12. Ist A ein Integritätsbereich, so ist 0 das einzige nilpotente Element
von A.

Beweis. Sei x ∈ A nilpotent und n ∈ N0 die kleinste natürliche Zahl mit xn = 0. Dann
ist n ≥ 1. Aus x · xn−1 = 0 und xn−1 6= 0 folgt dann x = 0.

Beispiel 3.13. Sei K ein Körper. Im Ring K[x]/(x2) ist x ein nilpotentes Element.
Beispiel 3.14. Sei φ : A → B ein Homomorphismus von Ringen. Sei a ein nilpotentes
Element von A. Dann ist φ(a) ein nilpotentes Element von B.
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3.3. Einheiten
Sei x ∈ A ein Element eines Ringes.

Definition 3.15. 1. Das Element x heißt Einheit in A, falls x Einheit des multipli-
kativen Monoides von A ist.

2. Die Untergruppe A× im multiplikativen Monoid von A, die von den Einheiten in
A gebildet wird, heißt die Einheitengruppe von A.

3. Der Ring A heißt Schiefkörper, falls {0} die einzige Nichteinheit in A ist. Ein
kommutativer Schiefkörper heißt Körper.

Das Element x ist also genau dann eine Einheit, falls ein y ∈ A mit xy = 1 = yx
existiert, nämlich die Inverse y = x−1 von x.
Beispiel 3.16. Der Nullring ist kein Körper, denn die Null ist im Nullring invertierbar.
Beispiel 3.17. Die Einheitengruppe des Ringes Z der ganzen Zahlen ist Z× = {1,−1}.
Insbesondere bilden die ganzen Zahlen keinen Körper.
Beispiel 3.18. Die Einheitengruppe des Ringes Q der rationalen Zahlen ist Q× = Q\{0}.
Damit ist Q ein Körper.
Beispiel 3.19. Sei a ∈ A ein Element eines kommutativen Ringes. In A[x]/(xa− 1) ist a
eine Einheit mit Inverse x.
Beispiel 3.20. Seien a, b ∈ A Elemente eines kommutativen Ringes, so daß ab eine Einheit
ist. Dann ist auch a eine Einheit mit a−1 = b(ab)−1.
Sei x ∈ A ein Element eines kommutativen Ringes A.

Proposition 3.21. Das Element x ist genau dann eine Einheit, falls (x) = (1).

Beweis. Es ist 1 = x−1 · x ∈ (x) und damit (1) ⊂ (x), also (1) = (x), falls x Einheit ist.
Die umgekehrte Implikation ist ebenso klar.

Proposition 3.22. Ist x eine Einheit, ist x auch regulär.

Beweis. Sei x · y = 0 für ein y ∈ A. Multiplizieren mit x−1 von links liefert y = 0.

3.4. Charakterisierung von Körpern
Hilfssatz 3.23. Sei A ein Körper. Dann besitzt A genau zwei Ideale (nämlich (0) und
(1)).

Beweis. Sei A ein Körper. Da 0 keine Einheit ist, ist (0) 6= (1). Sei jetzt a 6= (0) ein
Ideal in A. Dann existiert ein x ∈ a mit x 6= 0, also x ∈ A×. Es folgt (1) = (x) ⊂ a, also
a = (1).

Hilfssatz 3.24. Sei φ : A→ B ein Ringhomomorphismus kommutativer Ringe. Besitze
A genau zwei Ideale. Dann ist φ genau dann injektiv, wenn B nicht der Nullring ist.
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Beweis. 1. Sei kerφ = (0). Dann ist φ injektiv. Weiter ist 1 = φ(1) 6= 0 ∈ B, da
1 /∈ (0) ⊂ A, also ist B nicht der Nullring.

2. Sei kerφ = (1). Dann ist φ nicht injektiv, da (1) 6= (0) ⊂ A. Weiter ist 1 = φ(1) =
0 ∈ B, also ist B der Nullring.

Hilfssatz 3.25. Sei A ein kommutativer Ring, so daß jeder Ringhomomorphismus
φ : A → B in einen weiteren kommutativen Ring B genau dann injektiv ist, wenn B
nicht der Nullring ist. Dann ist A ein Körper.

Beweis. Sei x ∈ A. Dann gilt: x ∈ A× ⇐⇒ A/(x) = 0 ⇐⇒ ker(A� A/(x)) 6= 0 ⇐⇒
x 6= 0.

Zusammengefaßt haben wir also gezeigt:

Proposition 3.26. Sei A ein kommutativer Ring. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

1. A ist ein Körper.

2. A besitzt genau zwei Ideale (nämlich (0) und (1)).

3. Ein Ringhomomorphismus A→ B in einen kommutativen Ring B ist genau dann
injektiv, wenn B nicht der Nullring ist.

4. Primideale und maximale Ideale

4.1. Primideale
Seien p,m zwei Ideale eines kommutativen Ringes A.

Definition 4.1. 1. Das Ideal p von A heißt prim, falls 1 /∈ p und falls aus ab ∈ p für
a, b ∈ A schon a ∈ p oder b ∈ p folgt.

2. Das Ideal m von A heißt maximal, falls für jedes Ideal a von A mit a ⊃ m entweder
a = m oder a = (1) gilt.

Proposition 4.2. Das Ideal p ist genau dann prim, wenn A/p ein Integritätsbereich
ist.

Beispiel 4.3. Das Nullideal ist genau dann prim, wenn A ein Integritätsbereich ist.
Beispiel 4.4. Jedes Ideal in Z ist von der Form (m) mit m ≥ 0. Das Ideal (m) ist genau
dann prim, falls m = 0 oder m eine Primzahl ist. Im Falle, daß p eine Primzahl ist, ist
(p) ein maximales Ideal.
Beispiel 4.5. Sei f ∈ A := K[x1, . . . , xn] ein irreduzibles Polynom über dem Körper K.
Da A ein faktorieller Ring ist, ist (f) ein Primideal von A.
Das Ideal (x1, . . . , xn) ist ein maximales Ideal in A.
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Proposition 4.6. Sei a ein Ideal eines kommutativen Ringes A und π : A → A/a der
kanonische Homomorphismus. Durch p = π−1(p̄) wird eine bijektive ordnungserhaltende
Korrespondenz zwischen den Primidealen p von A mit p ⊃ a und den Primidealen p̄ von
A/a gegeben.

Proposition 4.7. Sei p ein Primideal in einem Hauptidealbereich A. Ist p 6= (0), so ist
p ein maximales Ideal.

Beweis. 1. Sei p = (p) mit p 6= 0. Sei (q) ⊃ (p). Wir müssen zeigen, daß q eine Einheit
ist oder daß (q) = (p).

2. Da (q) ⊃ (p), existiert ein x ∈ A mit p = xq.

3. Aus xq ∈ (p) folgt x ∈ (p) oder q ∈ (p).

4. Sei x ∈ (p). Dann existiert ein y ∈ A mit x = yp, also p = yqp. Da p 6= 0, folgt
yq = 1. Also ist q eine Einheit.

5. Sei q ∈ (p). Dann ist (q) ⊂ (p) und damit (q) = (p).

4.2. Maximale Ideale
Sei A ein kommutativer Ring.

Proposition 4.8. Sei a ein Ideal von A und π : A→ A/a der kanonische Homomorphis-
mus. Durch m = π−1(m̄) wird eine bijektive ordnungserhaltende Korrespondenz zwischen
den maximalen Idealen m von A mit m ⊃ a und den maximalen Idealen m̄ von A/a
gegeben.

Proposition 4.9. Ein Ideal m von A ist genau dann maximal, wenn A/m ein Körper
ist.

Folgerung 4.10. Jedes maximale Ideal von A ist prim.

Satz 4.11. Ein Ring A besitzt genau dann ein maximales Ideal, wenn A nicht der
Nullring ist.

Beweis. 1. Ein maximales Ideal von A ist gerade ein maximales Element des Systems
A aller Ideale a von A mit a 6= (1) bezüglich der Inklusionsordnung.

2. Jede Kette C in A besitzt eine obere Schranke in A, nämlich ⋃C.

3. Nach dem Zornschen Lemma besitzt A damit genau dann ein maximales Element,
falls A nicht leer ist.

4. Das System A ist genau nicht leer, wenn A nicht der Nullring ist, denn dann ist
(0) ∈ A.

Sei A ein kommutativer Ring.
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Folgerung 4.12. Sei a ein Ideal von A. Dann existiert genau dann ein maximales Ideal
m von A mit a ⊂ m, wenn a 6= (1).

Beweis. Der Ring A/a besitzt genau dann ein maximales Ideal, wenn a 6= (1). Ein solches
maximales Ideal entspricht einem maximalen Ideal m von A mit m ⊃ a.

Folgerung 4.13. Ein Element x von A liegt genau dann in einem maximalen Ideal von
A, wenn x keine Einheit ist.

4.3. Lokale Ringe
Definition 4.14. Ein lokaler Ring A ist ein kommutativer Ring mit genau einem ma-
ximalen Ideal m. Der Körper A/m ist der Restklassenkörper von A.

Beispiel 4.15. Körper sind lokale Ringe.
Notation 4.16. Ist A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassenkörper F ,
so schreiben wir häufig (A,m) oder (A,m, F ) für A.
Die folgende Definition verallgemeinert den Begriff des lokalen Ringes.

Definition 4.17. Ein halblokaler Ring A ist ein kommutativer Ring mit nur endlich
vielen maximalen Idealen.

Proposition 4.18. Sei m ein Ideal eines kommutativen Ringes A, so daß A \m = A×.
Dann ist (A,m) ein lokaler Ring.

Beweis. Sei a 6= (1) ein Ideal von A. Wegen 1 6= a enthält a keine Einheiten. Also ist
a ⊂ A \ A× = m. Folglich ist m ein maximales Ideal und das einzige.

Proposition 4.19. Sei m ein maximales Ideal eines kommutativen Ringes A, so daß
jedes Element von 1 + m eine Einheit in A ist. Dann ist A ein lokaler Ring.

Beweis. 1. Wir zeigen, daß A \m = A×. Sei dazu x ∈ A \m.

2. Da m ein maximales Ideal ist, ist das von m und x aufgespannte Ideal das Einsideal.

3. Damit existieren ein y ∈ A und ein t ∈ m mit xy + t = 1, also xy = 1− t ∈ 1 + m.

4. Nach Voraussetzung ist xy damit eine Einheit. Folglich ist auch x ∈ A×.

4.4. Bezeichnungen
Konvention 4.20. Primideale bezeichnen wir mit kleinen deutschen Buchstaben p, q, . . ..
Konvention 4.21. Maximale Ideale bezeichnen wir mit kleinen deutschen Buchstaben
m, n, . . ..
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5. Das Nil- und das Jacobsonsche Radikal

5.1. Das Nilradikal
Proposition 5.1. Sei A ein kommutativer Ring. Die Menge n der nilpotenten Elemente
von A ist ein Ideal, das Nilradikal von A. Der Ring A/n hat außer 0 keine nilpotenten
Elemente.

Beweis. 1. Es ist 0 ∈ n. Ist x ∈ n und a ∈ A, so ist auch ax ∈ n, denn (ax)n =
anxn = 0 für n� 0.

2. Seien x, y ∈ n, etwa xm = 0 und yn = 0 für n,m ≥ 0. Nach dem in jedem kommuta-
tiven Ring gültigen Binomialsatz ist dann (x+y)m+n−1 = ∑

r+s=m+n−1

(
m+n−1

r

)
xrys =

0. Also folgt x+ y ∈ n.

3. Sei x ∈ A. Sei x nilpotent in A/n, das heißt xn ∈ n für n � 0. Nach Definition
von n ist xkn = (xn)k = 0 für k � 0. Folglich ist auch x ∈ n. Damit ist x = 0 in
A/n.

Proposition 5.2. Das Nilradikal n eines kommutativen Ringes A ist der Schnitt ⋂ p
aller seiner Primideale.

Beweis. 1. Sei f ∈ n, also fn = 0 für n � 0. Ist p ein Primideal, so folgt aus
fn = 0 ∈ p schon f ∈ p, also f ∈ ⋂ p.

2. Sei umgekehrt f /∈ n. Sei A die Menge der Ideale a von A mit fn /∈ a für alle
n ≥ 0. Da (0) ∈ A, besitzt A nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element
p 6= (1). Insbesondere f /∈ p.

3. Es reicht dann zu zeigen, daß p prim ist. Dazu seien x, y ∈ A \ p gegeben. Nach
Maximalität von p ist fm im von p und x aufgespannten Ideal p + (x) für ein
m ≥ 0. Analog ist fn ∈ p + (y) für ein n ≥ 0. Es folgt fm+n ∈ p + (xy). Damit ist
xy /∈ p.

5.2. Das Jacobsonsche Radikal
Sei A ein kommutativer Ring.

Definition 5.3. Das Jacobsonsche Radikal von A ist der Schnitt aller maximalen Ideale
von A.

Proposition 5.4. Ein Element x von A ist genau dann im Jacobsonschen Radikal j,
wenn 1− xy für alle y ∈ A eine Einheit ist.

Beweis. 1. Sei 1− xy keine Einheit. Dann ist 1− xy ∈ m für ein maximales Ideal m.
Da 1 /∈ m, folgt xy /∈ m, also x /∈ j.
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2. Sei umgekehrt x /∈ j, also x /∈ m für ein maximales Ideal m. Damit erzeugen x und
m das Einsideal, also existiert ein y ∈ A, so daß 1−xy ∈ m. Damit ist 1−xy keine
Einheit.

Das Jacobsonsche Radikal besteht also aus allen Elementen eines kommutativen Rin-
ges, welche in einem gewissen Sinne „nahe bei 0 sind“.

6. Operationen mit Idealen

6.1. Summe, Schnitt und Produkt von Idealen
Sei A ein Ring.

Definition 6.1. Sei (ai)i∈I eine Familie von Idealen von A. Dann ist ihre Summe ∑
i∈I

ai

das kleinste Ideal von A, welches die Ideale ai umfaßt.

Es ist ∑
i∈I

ai =
{

n∑
k=1

xk | xk ∈ ai(k), ik ∈ I
}
.

Bemerkung 6.2. Da der Schnitt einer Familie von Idealen wieder ein Ideal ist, bilden die
Ideale von A damit einen vollständigen Verband bezüglich der Inklusionsordnung.
Bemerkung 6.3. Die Vereinigung zweier Ideale von A ist im allgemeinen kein Ideal.
Seien A ein Ring und a, b zwei Ideale von A.

Definition 6.4. 1. Das Produkt ab der Ideale a und b ist das Ideal welches von allen
Elementen der Form xy mit x ∈ a und y ∈ b erzeugt wird.

2. Sei n ∈ N0. Die n-te Potenz an des Ideals a ist a · · · a︸ ︷︷ ︸
n

. Hierbei setzen wir a0 = (1).

Beispiel 6.5. Es ist ab ⊂ a ∩ b.

Proposition 6.6. Seien m,n ∈ N0. Dann ist aman = am+n.

Beispiel 6.7. Seien m,n ∈ Z.

1. Das Ideal (m)+(n) = (m,n) ist das Ideal, welches von einem größten gemeinsamen
Teiler von m und n erzeugt wird.

2. Das Ideal (m) ∩ (n) ist das Ideal, welches von einem kleinsten gemeinsamen Viel-
fachen von m und n erzeugt wird.

3. Das Ideal (m) · (n) ist das Ideal, welches vom Produkt mn erzeugt wird.

Beispiel 6.8. Sei K ein Körper. Sei m das von x1, . . . , xs in K[x1, . . . , xs] erzeugte Ideal.
Dann ist mn das Ideal aller Polynome ohne Monome mit Grad kleiner als n.
Sei A ein Ring und seien a, b, c drei Ideale von A.
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Proposition 6.9. 1. Summe, Schnitt und Produkt von Idealen sind jeweils assozia-
tive Operationen. Summe und Schnitt sind außerdem kommutativ. Das Produkt ist
kommutativ, wenn der Ring kommutativ ist.

2. Es gilt das Distributivgesetz: a(b + c) = ab + ac.

3. Es gilt das Modularitätsgesetz: Ist a ⊃ b oder a ⊃ c, folgt a∩(b+c) = a∩b+a∩c.

Seien a, b zwei Ideale in einem kommutativen Ring A.

Definition 6.10. Die Ideale a und b heißen koprim, wenn a + b = (1).

Die Ideale a und b sind also genau dann koprim, wenn ein x ∈ a und ein y ∈ b mit
x+ y = 1 existieren.

Hilfssatz 6.11. Seien a und b koprim. Dann gilt a ∩ b = ab.

Beweis. Es ist a ∩ b = (a + b)(a ∩ b) = a(a ∩ b) + b(a ∩ b) ⊂ ab ⊂ a ∩ b.

Beispiel 6.12. Im Ring der ganzen Zahlen sind (m) und (n) genau dann koprim, wenn
m und n teilerfremd sind.

Proposition 6.13. Seien a1, . . . , an paarweise koprime Ideale eines kommutativen Rin-
ges A. Dann gilt

n∏
i=1

ai =
n⋂
i=1

ai.

Beweis. 1. Der Fall n = 0 ist trivial.

2. Sei schon bewiesen, daß b :=
n−1∏
i=1

ai =
n−1⋂
i=1

ai. Da ai und an für i < n koprim sind,

existieren xi ∈ ai und yi ∈ an mit xi + yi = 1. Damit ist
n−1∏
i=1

xi =
n−1∏
i=1

(1 − yi) = 1

modulo an. Es folgt, daß b und an koprim sind, also ist
n∏
i=1

ai = ban = b ∩ an =
n⋂
i=1

ai.

6.2. Direkte Produkte
Sei (Ai)i∈I eine Familie von Ringen. Auf der Menge A := ∏

i∈I
Ai der Folgen x := (xi)i∈I

mit xi ∈ Ai definieren wir eine Addition und Multiplikation durch gliedweise Addition
und Multiplikation. Dann wird A mit der Null (0)i∈I und der Eins (1)i∈I zu einem Ring.

Definition 6.14. Der Ring ∏
i∈I
Ai ist das direkte Produkt über die Familie (Ai)i∈I .

Proposition 6.15. Die Projektionen πi : A → Ai, x 7→ xi sind Ringhomomorphismen.

Genauer ist die Ringstruktur auf A gerade so gewählt, daß die πi Ringhomomorphis-
men werden.
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Proposition 6.16. Seien a1, . . . , an Ideale in einem kommutativen Ring A. Dann ist
φ : A →

n∏
i=1

A/ai, x 7→ (x + a1, . . . , x + an) genau dann surjektiv, wenn die Ideale ai

paarweise koprim sind.

Beweis. 1. Sei zunächst φ surjektiv. Wir zeigen, daß etwa a1 und a2 koprim sind: Es
existiert ein x ∈ A mit φ(x) = (1, 0, . . . , 0). Es folgt, daß 1 = (1−x) +x ∈ a1 + a2.

2. Seien umgekehrt die ai paarweise koprim. Wir zeigen, daß ein x ∈ A mit φ(x) =
(1, 0, . . . , 0) existiert. Da a1 und ai für i > 1 koprim sind, existieren ui ∈ a1 und
vi ∈ ai mit ui + vi = 1. Setze x :=

n∏
i=2

vi =
n∏
i=2

(1 − ui). Dann ist x = 0 modulo ai

für i > 1 und x = 1 modulo a1.

Seien a1, . . . , an Ideale in einem kommutativen Ring A. Dann ist der Kern von φ : A→
n∏
i=1

A/ai, x 7→ (x+ a1, . . . , x+ an) offensichtlich durch
n⋂
i=1

ai gegeben. Insbesondere ist φ

genau dann injektiv, wenn
n⋂
i=1

ai = (0).

6.3. Ideale in Primidealen
Proposition 6.17. Seien p1, . . . , pn Primideale in einem kommutativen Ring A. Ist
dann a ein Ideal von A mit a ⊂

n⋃
i=1

pi, so ist a ⊂ pi für ein i.

Beweis. 1. Wir zeigen (∀i : a 6⊂ pi) =⇒ a 6⊂
n⋃
i=1

pi.

2. Der Fall n = 0 ist trivial.

3. Sei a 6⊂ pi für alle i. Sei schon bewiesen, daß daraus a 6⊂
n⋃

i=1,i 6=j
pi für alle j folgt.

Damit existieren xj ∈ a mit xj /∈ pi für i 6= j.

4. Ist dann xj /∈ pj für ein j sind wir fertig. Ansonsten ist xj ∈ pj für alle j. Damit
ist y :=

n∑
j=1

x1 · · · x̂j · · · xn ∈ a, aber y /∈ pi für alle i.

Proposition 6.18. Seien a1, . . . , an Ideale in einem kommutativen Ring A und p ein
Primideal mit p ⊃

n⋂
i=1

ai. Dann ist p ⊃ ai für ein i.

Ist p =
n⋂
i=1

ai, folgt p = ai für ein i.

Beweis. 1. Sei p 6⊃ ai für alle i. Dann existieren xi ∈ ai mit xi /∈ p. Dann ist x :=
n∏
i=1

xi ⊂
n⋂
i=1

ai, aber x /∈ p, da p prim ist. Damit ist p 6⊃
n⋂
i=1

ai.

2. Ist p =
n⋂
i=1

ai, ist p ⊂ ai für alle i und damit p = ai für ein i.
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6.4. Der Idealquotient
Seien a, b zwei Ideale eines kommutativen Ringes A. Dann ist (a : b) := {x ∈ A | xb ⊂ a}
ein Ideal von A.

Definition 6.19. Das Ideal (a : b) ist der Idealquotient von a nach b.

Notation 6.20. Ist a ein Hauptideal (x), schreiben wir (x : b) anstelle von ((x) : b). Ist
b ein Hauptideal (y), schreiben wir analog (b : y) für (b : (y)).

Definition 6.21. Das Ideal (0 : b) ist der Annulator ann b von b.

Es ist also ann b = {x ∈ A | xb = 0}. Die Menge der Nullteiler von A ist durch⋃
x∈A\{0}

ann(x) gegeben.

Beispiel 6.22. Seien (m), (n) zwei Ideale im Ring der ganzen Zahlen. Seien die Prim-
faktorzerlegungen von m und n durch m = ∏

p
pep und n = ∏

p
pfp gegeben. Dann ist

(m : n) = (q) mit q = ∏
p
pmax(ep−fp,0). Es folgt, daß q = m/(m,n), wobei (m,n) hier für

einen größten gemeinsamen Teiler von m und n steht.

Proposition 6.23. Seien a, b, c drei Ideale eines kommutativen Ringes A.

1. a ⊂ (a : b).

2. (a : b)b ⊂ a.

3. ((a : b) : c) = (a : bc).

4. Sei (ai)i∈I eine Familie von Idealen in A. Dann ist (⋂
i∈I

ai : b) = ⋂
i∈I

(ai : b).

5. Sei (bi)i∈I eine Familie von Idealen in A. Dann ist (a : ∑
i∈I

bi) = ⋂
i∈I

(a : bi).

6.5. Das Wurzelideal
Sei a ein Ideal eines kommutativen Ringes. Sei

√
a := {x ∈ A | xn ∈ a für ein n ∈ N0}.

Proposition 6.24. Sei π : A → A/a der kanonische Homomorphismus und n das Nil-
radikal von A/a. Dann ist

√
a = π−1(n).

Insbesondere ist
√
a damit ein Ideal.

Definition 6.25. Das Ideal
√
a ist das Wurzelideal zu a.

Beispiel 6.26. Das Nilradikal von A ist
√

(0).
Seien a, b Ideale und p ein Primideal eines kommutativen Ringes A.

Proposition 6.27. 1.
√
a ⊃ a.
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2.
√√

a =
√
a.

3.
√
ab =

√
a ∩ b =

√
a ∩
√
b.

4.
√
a = (1) ⇐⇒ a = (1).

5.
√
a + b =

√√
a +
√
b.

6.
√
pn = p für n > 0.

Definition 6.28. Das Ideal a heißt Wurzelideal, falls
√
a = a.

Proposition 6.29. Das Wurzelideal von a ist der Schnitt ⋂
p⊃a

p aller Primideale p, welche
a enthalten.

Beweis. Sei π : A → A/a der kanonische Homomorphismus und n das Nilradikal von
A/a. Dann ist ⋂

p⊃a
p = π−1(⋂̄

p
p̄) = π−1(n) =

√
a, wobei p die Primideale von A und p̄ die

Primideale von A/a durchläuft.

Sei A ein kommutativer Ring. Analog zum Wurzelideal eines Ideals von A können
wir auch die Wurzelmenge

√
S zu einer Teilmenge S von A definieren. Ist (Si)i∈I eine

Familie von Teilmengen, gilt
√⋃
i∈I
Si = ⋃

i∈I

√
Si.

Proposition 6.30. Die Menge D der Nullteiler von A ist durch ⋃
x∈A\{0}

√
ann(x) gege-

ben.

Beweis. D =
√
D =

√ ⋃
x∈A\{0}

ann(x) = ⋃
x∈A\{0}

√
ann(x).

Beispiel 6.31. Sei (m) 6= (0) ein Ideal im Ring der ganzen Zahlen und seien p1, . . . , pr

die verschiedenen Primteiler von (m). Dann ist
√

(m) = (p1 · · · pr) =
r⋂
i=1

(pi).

Proposition 6.32. Seien a, b Ideale in einem Ring, so daß
√
a und

√
b koprim sind.

Dann sind auch a und b koprim.

Beweis. Aus
√
a + b =

√√
a +
√
b =

√
(1) = (1) folgt a + b = (1).

7. Erweiterungen und Kontraktionen von Idealen

7.1. Kontraktionen
Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Sei b ein Ideal von B. Wir
haben gesehen, daß das Urbild φ−1(b) ein Ideal von A ist.
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Definition 7.1. Das Ideal A∩b := φ−1(b) von A heißt die Kontraktion von b (bezüglich
φ).

Bemerkung 7.2. Ist φ die Inklusion eines Unterringes A in B, ist die Kontraktion von b
in der Tat der mengentheoretische Schnitt von A mit b.
Es ist A ∩ b der Kern des Homomorphismus A → B/b, a 7→ [φ(a)]. Nach dem

Homomorphiesatz existiert damit ein injektiver Homomorphismus A/(A ∩ b)→ B/b.

Proposition 7.3. Ist q ein Primideal von B, so ist A ∩ q ein Primideal von A.

Beweis. Da ein injektiver Ringhomorphismus A/(A∩q) ↪→ B/q existiert, muß A/(A∩q)
mit B/q auch ein Integritätsbereich sein.

Beispiel 7.4. Die Kontraktion eines maximalen Ideals ist im allgemeinen nicht mehr
maximal. Sei etwa φ : Z ↪→ Q die Inklusion der ganzen in die rationalen Zahlen. Dann
ist die Kontraktion des maximalen Ideals (0) in Q das Primideal (0) in Z, welches aber
nicht maximal ist.

7.2. Erweiterungen
Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Sei a ein Ideal von A. Im
allgemeinen ist das Bild φ(a) kein Ideal in B, aber wir können das von φ(a) erzeugte
Ideal (φ(a)) in B betrachten.

Definition 7.5. Das Ideal Ba := (φ(a)) von B heißt die Erweiterung von a (bezüglich
φ).

Bemerkung 7.6. Ist φ die Inklusion eines Unterringes A in B, ist die Erweiterung von a
in der Tat die Menge der B-Linearkombinationen von Elementen in a.
Beispiel 7.7. Die Erweiterung eines Primideals ist im allgemeinen nicht mehr prim. Sei
etwa φ : Z ↪→ Q die Inklusion der ganzen in die rationalen Zahlen. Ist dann a 6= (0) ein
nicht triviales Ideal von Z, ist Qa = (1).
Beispiel 7.8. Sei die kanonische Injektion Z→ Z[i] gegeben, wobei i2 = −1. Der Ring Z[i]
ist wie Z ein euklidischer Ring und damit ebenso ein Hauptidealbereich. Die Erweiterung
eines Primideals (p) in Z ist dann wie folgt gegeben:

1. Ist p = 2, ist Z[i](p) = (1 + i)(1 + i), das Quadrat eines Primideals in Z[i].

2. Ist p = 1 modulo 4, ist Z[i](p) das Produkt zweier verschiedener Primideale, also
etwa Z[i](5) = (2+i)(2−i). Diese nicht triviale Tatsache ist effektiv der Fermatsche
Zwei-Quadrate-Satz, der besagt, daß eine Primzahl p mit p = 1 modulo 4 als
Summe zweier Quadratzahlen dargestellt werden kann. (Also etwa 5 = 22 + 12.)

3. Ist p = 3 modulo 4, ist Z[i](p) ein Primideal.
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7.3. Operationen mit Erweiterungen und Kontraktionen
Proposition 7.9. Sei φ : A→ B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Sei a ein
Ideal von A und b ein Ideal von B. Dann gilt:

1. a ⊂ A ∩ (Ba) und b ⊃ B(A ∩ b).

2. A ∩ b = A ∩ (B(A ∩ b)) und Ba = B(A ∩ (Ba)).

Beweis. 1. A ∩ (Ba) ⊃ φ−1(φ(a)) ⊃ a.

2. φ(φ−1(b)) ⊂ b. Damit auch (φ(φ−1(b))) ⊂ (b) = b.

3. Aus B(A ∩ b) ⊂ b folgt A ∩ (B(A ∩ b)) ⊂ A ∩ b ⊂ A ∩ (B(A ∩ b)).

4. Aus a ⊂ A ∩ (Ba) folgt Ba ⊂ B(A ∩ (Ba)) ⊂ Ba.

Proposition 7.10. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Durch
a = A ∩ b und b = Ba wird eine bijektive ordnungserhaltende Korrespondenz zwischen
den kontrahierten Idealen a von A und den erweiterten Idealen b von B gegeben.

Beweis. 1. Ist a ein kontrahiertes Ideal von A, also etwa a = A∩b, so ist a = A∩b =
A ∩ (B(A ∩ b)) = A ∩ (Ba), also die Kontraktion eines erweiterten Ideals von B.

2. Ist b ein erweitertes Ideal von B, also etwa b = Ba, so ist b = Ba = B(A∩(Ba)) =
B(A ∩ b), also die Erweiterung eines kontrahierten Ideals von A.

Proposition 7.11. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Seien
a, a1, a2 Ideale von A. Dann gilt:

1. B(a1 + a2) = Ba1 +Ba2.

2. B(a1 ∩ a2) ⊂ Ba1 ∩Ba2.

3. B(a1a2) = (Ba1)(Ba2).

4. B(a1 : a2) ⊂ (Ba1 : Ba2).

5. B
√
a ⊂
√
Ba.

Proposition 7.12. Sei φ : A→ B ein Ringhomomorphismus. Seien b, b1, b2 Ideale von
B. Dann gilt:

1. A ∩ (b1 + b2) ⊃ (A ∩ b1) + (A ∩ b2).

2. A ∩ (b1 ∩ b2) = (A ∩ b1) ∩ (A ∩ b2).

3. A ∩ (b1b2) ⊃ (A ∩ b1)(A ∩ b2).

4. A ∩ (b1 : b2) ⊂ (A ∩ b1 : A ∩ b2).
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5. A ∩
√
b =
√
A ∩ b.

Teil II.
Moduln
8. Moduln und Modulhomomorphismen

8.1. Moduln
Sei A ein Ring.

Definition 8.1. Ein A-(Links-)Modul M ist eine abelsche Gruppe (M,+, 0) zusammen
mit einer Abbildung · : A×M →M , so daß

1. die Multiplikation eine Operation des multiplikativen Monoides von A auf der
Menge M ist, also (ab)x = a(bx) und 1 · x = x für alle a, b ∈ A und x ∈ M gilt,
und

2. die Multiplikation distributiv über die Addition ist, also a(x + y) = ax + ay und
(a+ b)x = ax+ bx für alle a, b ∈ A und x, y ∈M .

Bemerkung 8.2. Alternativ läßt sich ein A-Modul als eine abelsche Gruppe zusammen
mit einem Ringhomomorphismus A → EndZ(M), a 7→ (m 7→ am) definieren, wobei
EndZ(M) für den Endomorphismenring der abelschen Gruppe M steht.
Seien A ein Ring und M ein A-Modul.

Proposition 8.3. Sei x ∈M . Dann ist 0 · x = 0.

Beweis. 0 · x = 0 · x+ 0 · x− 0 · x = (0 + 0) · x− 0 · x = 0 · x− 0 · x = 0.

Folgerung 8.4. Sei x ∈M . Dann ist (−1) · x = −x.

Beweis. x+ (−1) · x = 1 · x+ (−1) · x = (1− 1) · x = 0 · x = 0.

Beispiel 8.5. Jedes Ideal a eines Ringes A wird durch Einschränkung der Multiplika-
tion zu einem A-Modul. Insbesondere ist A selbst in kanonischer Weise ein A-Modul.
Betrachten wir das Nullideal als A-Modul schreiben wir in der Regel 0 statt (0).
Beispiel 8.6. Ein Modul über einem (Schief-)Körper K ist dasselbe wie ein K-(Links-
)Vektorraum.
Beispiel 8.7. Ein Z-Modul M ist dasselbe wie eine abelsche Gruppe (nx =
(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

)x = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n

, n ∈ N0, x ∈M).

Sei K ein Körper.
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Beispiel 8.8. Ein K[x]-Modul V ist dasselbe wie ein K-Vektorraum V zusammen mit
einem Endomorphismus V → V, v 7→ xv.

Beispiel 8.9. Sei G eine endliche Gruppe und A := K[G] =
{ ∑
g∈G

ag · g | g ∈ G, ag ∈ K
}

die Gruppenalgebra von G über K. Ein A-Modul V ist dasselbe wie eine K-Vektorraum
V zusammen mit einer K-linearen Darstellung G→ EndK(V ) von G auf V .

8.2. Modulhomomorphismen
Sei A ein Ring.
Definition 8.10. Ein A-Modulhomomorphismus φ ist eine Abbildung φ : M → N zwi-
schen zwei A-Moduln, welche einen Homomorphismus zwischen den abelschen Gruppen
von M und N induziert, welcher mit der Operation des multiplikativen Monoids von A
verträglich ist, das heißt φ(ax) = aφ(x) für alle a ∈ A und x ∈M .
Eine Abbildung φ : M → N ist also genau dann ein Modulhomomorphismus, falls für

alle a ∈ A und x, y ∈M gilt:

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y); (∗)
φ(0) = 0 (folgt schon aus (∗));
φ(ax) = aφ(x),

wenn die Abbildung also A-linear ist.
Sei A ein kommutativer Ring. Seien M,N zwei A-Moduln. Auf der Menge

HomA(M,N) der Modulhomomorphismen M → N definieren wir eine Addition durch
(φ+ψ)(x) = φ(x) +ψ(x). Zusammen mit der Nullabbildung als Null wird HomA(M,N)
damit zu einer abelschen Gruppe, durch die Setzung (aφ)(x) = aφ(x) sogar zu einem
A-Modul.
Definition 8.11. Der A-Modul HomA(M,N) ist der Modul der Homomorphismen von
M nach N .
Ergibt sich der Ring A aus dem Kontext, schreiben wir in der Regel Hom(M,N) =

HomA(M,N).
Beispiel 8.12. Seien φ : M ′ →M und ψ : N → N ′ zwei Homomorphismen von A-Moduln.
Dann sind φ∗ : HomA(M,N) → HomA(M ′, N), χ 7→ χ ◦ φ und ψ∗ : Hom(M,N) →
Hom(M,N ′), χ 7→ ψ ◦ χ Homomorphismen von A-Moduln.
Sei A ein Ring. Sei φ : M → N ein Homomorphismus von A-Moduln.

Definition 8.13. Der Homomorphismus φ heißt Isomorphismus, falls ein Modulhomo-
morphismus φ̌ : N →M existiert, so daß φ̌ ◦ φ = idM und φ ◦ φ̌ = idN .
Proposition 8.14. Ist φ bijektiv, so ist φ schon ein Isomorphismus.
Beispiel 8.15. Sei A kommutativ. Es ist Hom(A,M)→M,φ 7→ φ(1) ein Isomorphismus
von A-Moduln, denn ein A-Modulhomomorphismus φ : A→M ist schon eindeutig durch
φ(1) bestimmt, was ein beliebiges Element aus M sein kann.
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8.3. Bezeichnungen
Konvention 8.16. Moduln bezeichnen wir mit großen lateinischen Buchstaben
L,M,N, . . ., Modulelemente mit kleinen lateinischen Buchstaben m,n, x, y, z, . . ..
Betrachten wir einen Ring als Algebra von Funktionen über einem Raum, heißen die

Elemente eines Moduls über diesem Ring auch Schnitte.
Konvention 8.17. Modulhomomorphismen bezeichnen wir mit kleinen griechischen Buch-
staben φ, ψ, . . ..

9. Untermoduln und Quotientenmoduln

9.1. Untermoduln, Quotientenmoduln, Kerne und Kokerne
Sei A ein Ring.

Definition 9.1. Eine Teilmenge M ′ eines A-Moduls M heißt Untermodul von M , falls

1. M ′ eine Untergruppe der abelschen Gruppe von M ist und

2. M ′ abgeschlossen unter Multiplikation mit Elementen aus A ist, also ax ∈M ′ für
alle a ∈ A und x ∈M ′.

Eine Teilmenge M ′ von M ist genau dann ein Untermodul, falls für alle x, x′ ∈ M ′

und a ∈ A gilt:

x+ x′ ∈M ′; 0 ∈M ′;
ax ∈M ′.

Bemerkung 9.2. Durch Einschränkung der Multiplikation wird jeder Untermodul eines
A-Moduls selbst zu einem A-Modul.
Sei A ein Ring.

Beispiel 9.3. Jeder A-Modul M besitzt die beiden trivialen Untermoduln {0} und M .
Beispiel 9.4. Sei A kommutativ. Eine Teilmenge a von A ist genau dann ein Ideal von
A, wenn a ein Untermodul von A ist, wobei wir A in kanonischer Weise als Modul über
sich selbst auffassen.
Sei A ein Ring. Sei M ′ ein Untermodul eines A-Moduls M .

Proposition 9.5. Es gibt genau eine Modulstruktur auf der Menge M/M ′ der M ′-
Nebenklassen, so daß die kanonische Abbildung π : M � M/M ′, x 7→ [x] := x + M ′ ein
Homomorphismus von A-Moduln wird.

Definition 9.6. Der A-Modul M/M ′ heißt der Quotientenmodul von M nach M ′.

Proposition 9.7. Sei π : M → M/M ′ die kanonische Abbildung. Durch N = π−1(N̄)
wird eine bijektive, ordnungserhaltende Korrespondenz zwischen den Untermoduln N von
M mit N ⊃M ′ und den Untermoduln N̄ von M/M ′ gegeben.
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Sei A ein Ring. Sei φ : M → N ein Homomorphismus von A- Moduln. Es sind

kerφ := {x ∈M | φ(x) = 0} ⊂M

und
imφ := {φ(x) | x ∈M} ⊂ N

Untermoduln von M beziehungsweise N .

Definition 9.8. 1. Der Untermodul kerφ von M heißt der Kern von φ.

2. Der Untermodul imφ von N heißt das Bild von φ.

3. Der Quotientenmodul cokerφ := N/ imφ heißt der Kokern von φ.

Proposition 9.9. Es ist cokerφ = 0 genau dann, wenn φ surjektiv ist.

Sei A ein Ring. Sei φ : M → N ein Homomorphismus von A-Moduln.

Proposition 9.10 (Homomorphiesatz für Moduln). Ist M ′ ein Untermodul von M mit
M ′ ⊂ kerφ, so gibt es genau einen Modulhomomorphismus φ : M/M ′ → N, [x] 7→ φ(x)
mit kerφ = kerφ/M ′.

Beweis. 1. Die Existenz von φ wird wie beim Homomorphiesatz für Ringe bewiesen.

2. Es ist [x] ∈ kerφ ⇐⇒ φ([x]) = 0 ⇐⇒ φ(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ kerφ ⇐⇒ [x] ∈
kerφ/M ′.

Beispiel 9.11. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus M/ kerφ → imφ von A-
Moduln.

9.2. Bezeichnungen
Konvention 9.12. Untermoduln von ModulnM,N,L, . . . bezeichnen wir häufig mit Stri-
chen M ′, N ′, L′, . . ..
Konvention 9.13. Quotientenmoduln von ModulnM,N,L, . . . bezeichnen wir häufig mit
Doppelstrichen M ′′, N ′′, L′′, . . ..

10. Operationen auf Untermoduln

10.1. Summe und Schnitt
Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. Sei (Mi)i∈I eine Familie von Untermoduln von M .
Mit ∑

i∈I
Mi ⊂ M bezeichnen wir die Teilmenge aller endlichen Summen der Form ∑

i∈I
xi

mit xi ∈Mi. Hierbei heißt endlich, daß xi = 0 für fast alle (das heißt, alle bis auf endlich
viele) i ∈ I. Es ist ∑

i∈I
Mi ein Untermodul von M .
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Definition 10.1. Der Untermodul ∑
i∈I
Mi vonM heißt die Summe der Untermoduln Mi.

Bemerkung 10.2. Die Summe ∑
i∈I
Mi ist der kleinste Untermodul von M , welcher alle Mi

umfaßt.
Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul.

Proposition 10.3. Sei (Mi)i∈I eine Familie von Untermoduln von M . Dann ist der
Schnitt ⋂

i∈I
Mi ⊂M ein Untermodul von M .

Bemerkung 10.4. Damit bilden die Untermoduln von M einen vollständigen Verband
bezüglich der Inklusionsordnung.

10.2. Die Isomorphiesätze
Proposition 10.5 (Erster Isomorphiesatz). Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul, und
seien M1,M2 ⊂ M zwei Untermoduln. Dann existiert ein kanonischer Isomorphismus
(M1 +M2)/M1

∼→M2/(M1 ∩M2) von A-Moduln.

Beweis. 1. Sei θ : M2 → (M1 + M2)/M1, x 7→ x + M1. Dann ist θ ein surjektiver
Homomorphismus von A-Moduln.

2. Der Kern von θ ist M1 ∩M2. Damit folgt die Aussage aus dem Homomorphiesatz.

Proposition 10.6 (Zweiter Isomorphiesatz). Sei A ein Ring. Sei L ein A-Modul,
und seien N ⊂ M ⊂ L Untermoduln. Dann existiert ein kanonischer Isomorphismus
(L/N)/(M/N) ∼→ L/M von A-Moduln.

Beweis. 1. Sei θ : L/N → L/M, x + N 7→ x + M . Dann ist θ ein wohldefinierter,
surjektiver Homomorphismus von A-Moduln.

2. Der Kern von θ istM/N . Damit folgt die Aussage aus dem Homomorphiesatz.

10.3. Operationen mit Moduln
Sei A ein kommutativer Ring. Seien M ein A-Modul und a ein Ideal in A. Mit aM
bezeichnen wir die Teilmenge aller endlichen Summen der Form ∑

i
aixi mit ai ∈ a und

xi ∈M . Es ist aM ein Untermodul von M .

Definition 10.7. Der Untermodul aM von M heißt das Produkt von a und M .

Notation 10.8. Ist a ein Hauptideal (a), schreiben wir aM anstelle von (a)M .
Der Untermodul aM enthält genau die Elemente der Form ax von M mit x ∈M .

Bemerkung 10.9. Auf diese Weise läßt sich ein Produkt von Moduln im allgemeinen
nicht definieren.
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Sei A ein kommutativer Ring. Seien N,P zwei Untermoduln eines A-ModulsM . Dann
ist (N : P ) := {a ∈ A | aP ⊂ N} ein Ideal von A.

Definition 10.10. Das Ideal (N : P ) heißt der Quotient von N nach P .

Bemerkung 10.11. Betrachten wir zwei Ideale von A als Untermoduln von A, stimmt
deren Idealquotient mit dem Quotient als Moduln überein.

Definition 10.12. Das Ideal (0 : M) ist der Annulator annM von M .

Es ist also annM = {a ∈ A | aM = 0}.
Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein A-Modul. Ist a ein Ideal von A mit a ⊂

annM , können wir M als einen A/a-Modul M a betrachten: Als abelsche Gruppen
stimmen M und M a überein. Die Multiplikation auf M a ist durch (a+ a) · x = ax mit
a ∈ A und x ∈ M definiert. Diese ist wohldefiniert, da ax = 0 für a ∈ a ⊂ annM .
Anstelle von M a sagen wir häufig auch „M als A/a-Modul“.

Definition 10.13. Der A-Modul M heißt treu, falls annM = 0.

Es ist M also genau dann treu, falls aus ∀x ∈M : ax = 0 mit a ∈ A schon a = 0 folgt.
Beispiel 10.14. Es ist M treu als (A/ annM)-Modul.

Proposition 10.15. Sei A ein kommutativer Ring. Seien N,P zwei Untermoduln eines
A-Moduls M . Dann gilt:

1. ann(N + P ) = annN ∩ annP .

2. (N : P ) = ann((N + P )/N).

10.4. Endlich erzeugte Moduln
Sei A ein Ring. Seien M ein A-Modul und x ∈ M . Dann ist Ax := {ax | a ∈ A} ein
Untermodul von M , die Teilmenge der Vielfachen von x.

Definition 10.16. Gilt M = ∑
i∈I
Axi für eine Familie (xi)i∈I von Elementen in M , so

bilden die xi eine Familie von Erzeugern von M .

In diesem Falle läßt sich also jedes Element von M als (nicht notwendigerweise ein-
deutige) endliche Linearkombination der xi darstellen.

Definition 10.17. Der A-Modul M heißt endlich erzeugt, falls er eine endliche Familie
von Erzeugern besitzt.
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11. Direkte Summen und Produkte

11.1. Definition von direkter Summe und Produkt
Sei A ein Ring. Sei (Mi)i∈I eine Familie von A-Moduln. Auf der Menge M := ∏

i∈I
Mi der

Folgen x := (xi)i∈I mit xi ∈Mi definieren wir eine Addition und eine Multiplikation mit
Ringelementen gliedweise. Dann wird M mit der Null (0)i∈I zu einem A-Modul.

Definition 11.1. Der A-Modul ∏
i∈I
Mi ist das direkte Produkt über die Familie (Mi)i∈I .

Proposition 11.2. Die Projektionen πi : M → Mi, x 7→ xi sind Homomorphismen von
A-Moduln.

Die A-Modulstruktur auf M ist gerade so gewählt, daß die πi Homomorphismen von
A-Moduln werden.
Sei A ein Ring. Sei (Mi)i∈I eine Familie von A-Moduln. SeiM := ⊕

i∈I
Mi die Teilmenge

derjenigen Familien x = (xi)i∈I ∈
∏
i∈I
Mi, für die für fast alle i ∈ I gilt xi = 0. Es ist⊕

i∈I
Mi ein Untermodul des direkten Produktes ∏

i∈I
Mi.

Definition 11.3. Der A-Modul ⊕
i∈I
Mi heißt die direkte Summe über die Familie (Mi)i∈I .

Bemerkung 11.4. Ist die Indexmenge I endlich, stimmen direktes Produkt und direkte
Summe überein.

Proposition 11.5. Die Inklusionen ιi : Mi → M,m 7→ x mit xj = m für j = i und
xj = 0 sonst sind ein Homomorphismus von A-Moduln.

11.2. Direkte Summenzerlegungen von Ringen

Beispiel 11.6. Sei A =
n∏
i=1

Ai ein endliches direktes Produkt kommutativer Ringe. Sei
ai ⊂ A die Teilmenge aller (aj) mit aj = 0 für j 6= i und ai ∈ Ai beliebig. Dann ist ai ein
Ideal in A. Weiter besitzt A als A-Modul die direkte Summenzerlegung A = a1⊕ . . .⊕an.
Beispiel 11.7. Sei A = a1⊕ . . .⊕ an eine Zerlegung eines kommutativen Ringes A als A-
Modul in eine direkte Summe von Idealen. Dann existiert ein kanonischer Isomorphismus
A ∼=

n∏
i=1

A/bi mit bi := ⊕
j 6=i

aj. Ist ei ∈ A das Einselement des Ringes A/bi ∼= ai, so ist

ai = (ei).

12. Endlich erzeugte Moduln

12.1. Freie Moduln
Sei A ein Ring.
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Definition 12.1. Ein freier A-Modul M ist ein zu einem A-Modul der Form ⊕
i∈I
Mi

isomorpher A-Modul, wobei Mi
∼= A als A-Modul.

Häufig wird für M auch die Notation A(I) verwendet.
Beispiel 12.2. Ein endlich erzeugter freier Modul ist damit ein freier Modul isomorph zu
An = A⊕ · · · ⊕ A︸ ︷︷ ︸

n

. (Es ist A0 = 0 der Nullmodul.)

Proposition 12.3. Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. Dann ist M genau dann ein
endlich erzeugter A-Modul, wenn M ein Quotient eines A-Moduls der Form An für ein
n ∈ N0 ist.

Beweis. 1. Sei M endlich erzeugt, etwa mit Erzeugern x1, . . . , xn. Dann ist φ : An →
M, (a1, . . . , an) 7→ a1x1 + · · · + anxn ein surjektiver Homomorphismus von A-
Moduln. Nach dem Homomorphiesatz ist also M ∼= An/ kerφ.

2. Sei M ein Quotient von An. Dann existiert ein surjektiver Homomorphismus
φ : An → M von A-Moduln. Ist dann ei := (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ An mit der Eins
an Position i, so erzeugen e1, . . . , en den A-Modul An. Also erzeugen die φ(ei) den
A-Modul M .

12.2. Das Nakayamasche Lemma
Proposition 12.4. Sei A ein kommutativer Ring. Seien M ein endlich erzeugter A-
Modul und a ein Ideal von A. Sei φ : M → M ein Endomorphismus von M mit imφ ⊂
aM . Dann erfüllt φ eine Gleichung der Form φn + a1φ

n−1 + · · ·+ an = 0 mit ai ∈ a.

Beweis. 1. Erzeugen x1, . . . , xn den A-Modul M . Da φ(xi) ∈ aM , existieren aij ∈ a
mit φ(xj) = ∑

i
aijxi, also

∑
i

(δijφ− aij)xi = 0 für alle j.

2. Multiplizieren wir die linke Seite mit der Adjunkten der Matrix (δijφ−aij) erhalten
wir, daß det(δijφ−aij) alle Erzeuger xi auslöscht und damit der Nullmorphismus ist.
Ausmultiplizieren der Determinanten liefert eine Gleichung der gesuchten Form.

Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul.

Folgerung 12.5. Sei a ein Ideal von A mit aM = M . Dann existiert ein x ∈ A mit
x = 1 modulo a und xM = 0.

Beweis. Anwenden der Proposition auf idM : M → M liefert einen Ausdruck der Form
x := 1 + a1 + · · ·+ an mit ai ∈ a und xM = 0.

Proposition 12.6 (Nakayamasches Lemma). Sei a ein Ideal von A, welches im Jacob-
sonschen Radikal j von A enthalten ist. Dann folgt aus aM = M schon M = 0.
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Beweis. Nach der Folgerung existiert ein x = 1 modulo a mit xM = 0. Da 1− x ∈ j, ist
x ∈ A×, also M = x−1xM = 0.

Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul.

Folgerung 12.7. Seien N ⊂ M ein Untermodul und a ein Ideal von A, welches im
Jacobsonschen Radikal von A enthalten ist. Dann folgt aus M = aM+N schon M = N .

Beweis. Wegen a(M/N) = (aM +N)/N reicht es, das Nakayamasche Lemma auf M/N
anzuwenden.

Sei (A,m, F ) ein lokaler Ring. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist m ⊂
ann(M/mM), also ist M/mM in natürlicher Weise ein (endlich-dimensionaler) F =
A/m-Vektorraum. Wir nennen den F -Vektorraum M(m) := M/mM auch die spezielle
Faser von M . Das Bild eines Elementes x ∈ M in M(m) heißt auch der Wert des
Schnittes x in der speziellen Faser.

Proposition 12.8. Seien x1, . . . , xn Schnitte von M , deren Werte in M(m) eine Basis
bilden. Dann erzeugen x1, . . . , xn den A-Modul M .

Beweis. Sei N der von den xi erzeugte Untermodul von M . Nach Voraussetzung ist
die Komposition N → M → M/mM surjektiv, also N + mM = M . Nach der letzten
Folgerung ist daher M = N .

13. Exakte Sequenzen

13.1. Definition und erste Eigenschaften
Definition 13.1. Sei A ein Ring. Eine Sequenz

. . .→M i−1 φi−1
−−→M i φi

−→M i+1 → . . .

von A-Moduln und A-Modulhomomorphismen heißt exakt bei M i, falls imφi−1 = kerφi.
Die Sequenz heißt exakt, falls sie exakt bei jedem M i ist.

Sei A ein Ring.

Beispiel 13.2. Eine Sequenz der Form 0 → M ′ φ−→ M von A-Moduln ist genau dann
exakt, wenn φ injektiv ist.

Beispiel 13.3. Eine Sequenz der Form M
ψ−→ M ′′ → 0 von A-Moduln ist genau dann

exakt, wenn ψ surjektiv ist.
Sei A ein Ring.

Definition 13.4. Eine kurze exakte Seqenz von A-Moduln ist eine exakte Sequenz der
Form 0→M ′ →M →M ′′ → 0.
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Beispiel 13.5. Eine Seqenz der Form 0 → M ′ φ−→ M
ψ−→ M ′′ → 0 ist genau dann exakt,

wenn φ injektiv ist, ψ surjektiv ist und ψ einen Isomorphismus cokerφ = M/ imφ ∼= M ′′

induziert.
Beispiel 13.6. Jede lange exakte Sequenz . . .→M i−1 φi−1

−−→M i φi

−→M i+1 → . . . zerfällt in
kurze exakte Sequenzen: Ist N i = imφi−1 = kerφi, haben wir kurze exakte Sequenzen
0→ N i →M i → N i+1 → 0 für alle i.

Proposition 13.7. Sei A ein kommutativer Ring. Eine Sequenz E : M ′ φ−→M
ψ−→M ′′ →

0 von A-Moduln ist genau dann exakt, wenn für alle A-Moduln N auch Hom(E,N) : 0→
Hom(M ′′, N) ψ∗−→ Hom(M,N) φ∗−→ Hom(M ′, N) exakt ist.

Beweis. 1. Wir zeigen eine Richtung: Sei die Hom-Sequenz exakt für alle N . Wir
wählen N = cokerψ. Ist π : M ′′ → N die kanonische Projektion, so ist π ◦ ψ = 0.
Da ψ∗ injektiv ist, folgt π = 0, also N = 0. Damit ist ψ surjektiv.

2. Für N = M ′′ ist ψ ◦ φ = φ∗ψ∗(idM ′′) = 0, also imφ ⊂ kerψ.

3. Wir wählen N = cokerφ. Ist π : M → N die kanonische Projektion, so ist π◦φ = 0,
also π ∈ kerφ∗. Damit existiert ein ξ : M ′′ → N mit π = ξ ◦ψ, also imφ = kerπ ⊃
kerψ.

Proposition 13.8. Sei A ein kommutativer Ring. Eine Sequenz F : 0 → N ′
φ−→ N

ψ−→
N ′′ von A-Moduln ist genau dann exakt, wenn für alle A-Moduln M die Sequenz
Hom(M,F ) : 0→ Hom(M,N ′) φ∗−→ Hom(M,N) ψ∗−→ Hom(M,N ′′) exakt ist.

13.2. Das Schlangenlemma
Proposition 13.9 (Schlangenlemma). Sei A ein Ring. Ist

0 −−−→ M ′ α−−−→ M
β−−−→ M ′′ −−−→ 0

φ′

y φ

y φ′′

y
0 −−−→ N ′

α′−−−→ N
β′−−−→ N ′′ −−−→ 0

ein kommutatives Diagramm von A-Moduln mit exakten Zeilen, so existiert eine kanoni-
sche exakte Sequenz der Form 0 → kerφ′ α∗−→ kerφ β∗−→ kerφ′′ δ−→ cokerφ′ α

′
∗−→ cokerφ β′∗−→

cokerφ′′ → 0.

Der (Ko-)Randhomomorphismus δ ist folgendermaßen definiert: Sei x′′ ∈ kerφ′′. Dann
ist x′′ = β(x) für ein x ∈ M . Da β′(φ(x)) = φ′′(β(x)) = 0, existiert ein y′ ∈ N ′ mit
α′(y′) = φ(x). Schließlich ist δ(x′′) das Bild von y′ in cokerφ′.
Bemerkung 13.10. Das Schlangenlemma ist ein Spezialfall der langen exakten Kohomo-
logiesequenz der homologischen Algebra.
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13.3. Additive Funktionen
Definition 13.11. Sei A ein Ring. Sei C eine Klasse von A-Moduln. Eine Abbildung
λ : C→ G in eine abelsche Gruppe heißt additive Funktion, falls für alle kurzen exakten
Sequenzen 0→ C ′ → C → C ′′ → 0 von Moduln aus C gilt, daß λ(C) = λ(C ′) + λ(C ′′).

Beispiel 13.12. Seien K ein Körper und C die Klasse der endlich-dimensionalen K-
Vektorräume. Dann ist dim: C→ Z eine additive Funktion.

Proposition 13.13. Sei A ein Ring. Sei C eine Klasse von A-Moduln und λ : C → G

eine additive Funktion. Sei 0→M0 φ0
−→M1 φ1

−→ · · · →Mn → 0 eine exakte Sequenz von
Moduln in C, so daß auch die Kerne der φi zu C gehören. Dann gilt

n∑
i=0

(−1)iλ(M i) = 0.

Beweis. 1. Die exakte Sequenz zerfällt in kurze exakte Sequenzen der Form 0 →
N i →M i → N i+1 → 0 (mit N0 = Nn+1 = 0), wobei N i ∈ C.

2. Daher gilt λ(M i) = λ(N i)+λ(N i+1). Addieren wir diese Gleichungen alternierend,
hebt sich die rechte Seite weg.

14. Tensorprodukte von Moduln

14.1. Bilineare Abbildungen und das Tensorprodukt
Sei A ein kommutativer Ring.

Definition 14.1. Seien M,N,P drei A-Moduln. Eine Abbildung β : M ×N → P heißt
A-bilinear, falls für alle x ∈ M die Abbildung y 7→ β(x, y) und für alle y ∈ N die
Abbildung x 7→ β(x, y) Homomorphismen von A-Moduln sind.

Beispiel 14.2. Fassen wir A als A-Modul auf, ist die Multiplikationsabbildung A×A→
A, (a, a′) 7→ aa′ eine A-bilineare Abbildung.
Sei A ein kommutativer Ring.

Proposition 14.3. Seien M,N zwei A-Moduln.

1. Es existiert ein A-Modul T zusammen mit einer A-bilinearen Abbildung γ : M ×
N → T mit der folgenden (universellen) Eigenschaft: Für jeden weiteren A-Modul
P zusammen mit einer A-bilinearen Abbildung β : M×N → P existiert genau eine
A-lineare Abbildung β : T → P mit β = β ◦ γ.

2. Sind (T, γ), (T ′, γ′) zwei solcher Paare mit dieser Eigenschaft, so existiert genau
ein Isomorphismus φ : T → T ′ mit φ ◦ γ = γ′.

Es faktorisiert also jede A-bilineare Abbildung auf M ×N über T .

Eindeutigkeit. 1. Aufgrund der universellen Eigenschaft für (T, γ) existiert eine A-
lineare Abbildung φ : T → T ′ mit γ′ = φ ◦ γ.
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2. Vertauschen der Rollen von T und T ′ liefert weiter eine A-lineare Abbildung
φ′ : T ′ → T mit γ = φ′ ◦ γ′.

3. Es folgt, daß γ = (φ′ ◦ φ) ◦ γ. Nach der Eindeutigkeitsaussage der universellen
Eigenschaft für T muß daher φ′ ◦ φ = idT gelten.

4. Analog folgt φ ◦ φ′ = idT ′ .

Konstruktion. 1. Sei C der freie A-Modul A(M×N). Die Elemente von C können wir
uns als formale Linearkombinationen

n∑
i=1

ai(xi, yi) mit ai ∈ A, xi ∈ M, yi ∈ N

vorstellen.

2. Sei D der von allen Elementen der Form

(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y),
(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′),
(ax, y)− a(x, y),
(x, ay)− a(x, y)

mit x, x′ ∈M , y, y′ ∈ N und a ∈ A erzeugte Untermodul von C.

3. Wir setzen T := C/D. Wir schreiben x ⊗ y ∈ T für das Bild des Elementes
(x, y) ∈ C in T .

Beweis der universellen Eigenschaft. 1. Damit ist T erzeugt von Elementen der Form
x⊗ y, wobei folgende Gleichungen gelten:

(x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y, x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′,
(ax)⊗ y = a(x⊗ y), x⊗ (ay) = a(x⊗ y).

Also ist γ : M ×N → T, (x, y) 7→ x⊗ y eine A-bilineare Abbildung.

2. Jede Abbildung β : M × N → P induziert eine A-lineare Abbildung β′ : C →
P, (x, y) 7→ β(x, y). Ist β eine A-bilineare Abbildung verschwindet β′ auf den
Erzeugern von D, induziert also nach dem Homomorphiesatz eine A-lineare Ab-
bildung β : T → P, x⊗ y 7→ β(x, y).

3. Da T von Elementen der Form x⊗ y erzeugt wird, ist β die einzige Abbildung mit
β = β ◦ γ.

Sei A ein kommutativer Ring. Seien M und N zwei A-Moduln. Der in der letzten
Proposition konstruierte A-Modul T heißt das Tensorprodukt von M und N .
Notation 14.4. Wir schreiben M ⊗A N für das Tensorprodukt von M mit N .
Im Falle, daß der Ring A aus dem Kontext hervorgeht, schreiben wir auch M ⊗ N

anstelle von M ⊗A N .
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Notation 14.5. Ist β : M ×N → P eine bilineare Abbildung in einen weiteren A-Modul,
so schreiben wir M ⊗N → P, x⊗ y 7→ β(x, y) für diejenige A-lineare Abbildung β mit
β(x⊗ y) = β(x, y).
Bemerkung 14.6. Das Tensorprodukt M ⊗N ist als A-Modul durch die Produkte x⊗ y
mit x ∈ M und y ∈ N erzeugt. Sind (xi)i∈I und (yj)j∈J Familien von Erzeugern von
M beziehungsweise N , so erzeugen die Elemente xi ⊗ yj das Tensorprodukt M ⊗ N .
Insbesondere ist M ⊗N ein endlich erzeugter A-Modul, falls M und N endlich erzeugte
A-Moduln sind.
Beispiel 14.7. Wir betrachten Z und Z/(2) als Z-Moduln. Sei x ∈ Z/(2) das nicht
verschwindende Element. Sei 2Z ⊂ Z der Untermodul der geraden ganzen Zahlen. Im
Tensorprodukt Z ⊗Z Z/(2) verschwindet das Element 2 ⊗ x, denn 2 ⊗ x = 1 ⊗ (2x) =
1⊗0 = 0. Auf der anderen Seite verschwindet das Element 2⊗x nicht im Tensorprodukt
2Z⊗Z Z/(2).
Damit ist die Notation x ⊗ y mehrdeutig, solange das Tensorprodukt, in dem das

Element enthalten ist, nicht festgelegt worden ist.

Folgerung 14.8. Sei A ein kommutativer Ring. SeienM,N zwei A-Moduln und xi ∈M
und yi ∈ N mit ∑

i
xi⊗ yi = 0 in M ⊗N . Dann existieren endlich erzeugte Untermoduln

M0 ⊂M und N0 ⊂ N , so daß ∑
i
xi ⊗ yi = 0 in M0 ⊗N0.

Beweis. 1. Wir benutzen dieselbe Notation wie im Beweis der Existenz des Tensor-
produktes, insbesondere also M ⊗N = T = C/D.

2. Da ∑
i
xi⊗ yi = 0 in M ⊗N , folgt ∑

i
(xi, yi) ∈ D, ist also eine endliche Summe von

Erzeugern dj.

3. Sei M0 der Untermodul von M , welcher von allen xi und allen Elementen von M ,
welche als erste Komponenten in den dj auftauchen, erzeugt wird. Der Untermodul
N0 von N wird auf analoge Weise definiert.

Bemerkung 14.9. Ab jetzt spielt die genaue Konstruktion des Tensorproduktes für uns
keine Rolle mehr. Wesentlich ist seine universelle Eigenschaft.

14.2. Multilineare Abbildungen und mehrfache
Tensorprodukte

In Verallgemeinerung des Begriffes der bilinearen Abbildung definieren wir:

Definition 14.10. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M1, . . . ,Mr, P eine Folge von A-
Moduln. Eine Abbildung µ : M1 × · · · ×Mr → P heißt A-multilinear, falls sie linear in
jedem Argument ist.

Proposition 14.11. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M1, . . . ,Mr, P eine Folge von
A-Moduln.
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1. Es existiert ein A-Modul T zusammen mit einer A-multilinearen Abbildung γ : M1×
· · ·×Mr → T mit der folgenden (universellen) Eigenschaft: Für jeden weiteren A-
Modul P zusammen mit einer A-multilinearen Abbildungen µ : M1×· · ·×Mr → P
existiert genau eine A-lineare Abbildung µ : T → P mit µ = µ ◦ γ.

2. Sind (T, γ), (T ′, γ′) zwei solcher Paare mit dieser Eigenschaft, so existiert genau
ein Isomorphismus φ : T → T ′ mit φ ◦ γ = γ′.

Wir schreiben M1 ⊗ · · · ⊗Mr für T .

14.3. Kanonische Isomorphismen zwischen Tensorprodukten
Proposition 14.12. Sei A ein kommutativer Ring. SeienM,N,P drei A-Moduln. Dann
existieren Isomorphismen

1. M ⊗N ∼→ N ⊗M,x⊗ y 7→ y ⊗ x,

2. (M⊗N)⊗P ∼→M⊗ (N⊗P ) ∼→M⊗N⊗P, (x⊗y)⊗z 7→ x⊗ (y⊗z) 7→ x⊗y⊗z,

3. (M ⊕N)⊗ P ∼→ (M ⊗ P )⊕ (N ⊗ P ), (x, y)⊗ z 7→ (x⊗ z, y ⊗ z),

4. A⊗M ∼→M,a⊗ x 7→ ax.

Beweis. 1. In allen Fällen ist nachzuweisen, daß die so definierten Abbildungen wohl-
definiert sind und Umkehrungen besitzen. Wir beweisen dies exemplarisch am
Beispiel (M ⊗N)⊗ P ∼→M ⊗N ⊗ P, (x⊗ y)⊗ z 7→ x⊗ y ⊗ z.

2. Sei zunächst z ∈ P . Die Abbildung M ×N → M ⊗N ⊗ P, (x, y) 7→ x⊗ y ⊗ z ist
bilinear in x, y und induziert damit einen Homomorphismus M ⊗N →M ⊗N ⊗
P, x⊗ y 7→ x⊗ y ⊗ z.

3. Die Abbildung (M ⊗N)× P →M ⊗N ⊗ P, (t, z) 7→ t⊗ z ist bilinear in t, z und
induziert damit einen Homomorphismus (M⊗N)⊗P →M⊗N⊗P, (x⊗y)⊗z 7→
x⊗ y ⊗ z.

4. Die Wohldefiniertheit von M ⊗N ⊗ P → (M ⊗N)⊗ P, x⊗ y ⊗ z 7→ (x⊗ y)⊗ z
wird analog gezeigt. Dies ist die Umkehrung.

Seien A,B zwei kommutative Ringe.

Definition 14.13. Ein (A,B)-Bimodul N ist eine abelsche Gruppe N , welche zugleich
ein A-Modul und ein B-Modul ist, so daß die beiden Stukturen kompatibel sind, nämlich
a(bx) = b(ax) für alle a ∈ A, b ∈ B und x ∈ N .

Proposition 14.14. Sei M ein A-Modul, P ein B-Modul und N ein (A,B)-Bimodul.
Dann ist M ⊗A N durch Multiplikation im zweiten Faktor in natürlicher Weise ein
B-Modul und N ⊗B P durch Multiplikation im ersten Faktor in natürlicher Weise ein
A-Modul. Schließlich ist (M ⊗AN)⊗B P ∼→M ⊗A (N ⊗B P ), (x⊗ y)⊗ z 7→ x⊗ (y⊗ z)
ein Isomorphismus abelscher Gruppen.
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14.4. Funktorialität des Tensorproduktes
Beispiel 14.15. Sei A ein kommutativer Ring. Seien φ : M → M ′ und ψ : N → N ′

Homomorphismen von A-Moduln. Es ist M ×N →M ′⊗N ′, (x, y) 7→ φ(x)⊗ψ(y) eine
A-bilineare Abbildung und induziert daher einen Homomorphismus

φ⊗ ψ : M ⊗N →M ′ ⊗N ′, x⊗ y 7→ φ(x)⊗ ψ(y)

von A-Moduln.

Proposition 14.16. Sei A ein kommutativer Ring. Seien M
φ−→ M ′ φ′−→ M ′′ und N ψ−→

N ′
ψ′−→ N ′′ Homomorphismen von A-Moduln. Dann ist

(φ′ ◦ φ)⊗ (ψ′ ◦ ψ) = (φ′ ⊗ ψ′) ◦ (φ⊗ ψ) : M ⊗N →M ′′ ⊗N ′′.

Beweis. Die Homomorphismen (φ′ ◦ φ) ⊗ (ψ′ ◦ ψ) und (φ′ ⊗ ψ′) ◦ (φ ⊗ ψ) stimmen auf
allen Elementen der Form x⊗ y ∈M ⊗N überein. Da diese Elemente M ⊗N erzeugen,
folgt die Gleichheit der Homomorphismen.

15. Skalareinschränkungen und -erweiterungen

15.1. Skalareinschränkung
Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Sei N ein B-Modul. Wir
definieren einen A-Modul NA wie folgt: Die abelsche Gruppe von NA ist die abelsche
Gruppe von N . Die Multiplikation mit Elementen aus A wird durch ay := φ(a)y mit
a ∈ A und y ∈ N definiert.

Definition 15.1. Der A-Modul NA heißt die Skalareinschränkung von N (vermöge φ)
auf A.

Beispiel 15.2. Da wir B als Modul über sich selbst auffassen können, erhalten wir ins-
besondere den A-Modul BA.

Proposition 15.3. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Sei N
ein B-Modul. Ist BA ein endlich erzeugter A-Modul und N ein endlich erzeugter B-
Modul, so ist NA ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. Sei N als B-Modul von den Elementen y1, . . . , yn ∈ N erzeugt. Sei weiter BA

als A-Modul von den Elementen b1, . . . , bm ∈ B erzeugt. Dann erzeugen die Produkte
b1y1, . . . , bmyn ∈ N den A-Modul NA.

15.2. Skalarerweiterung
Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Sei M ein A-Modul. Wir
definieren einen B-Modul MB wie folgt: Die abelsche Gruppe von MB ist die abelsche
Gruppe von BA⊗AM . Die Multiplikation mit Elementen aus B wird durch b(b′⊗ x) :=
(bb′)⊗ x mit b, b′ ∈ B und x ∈M definiert.
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Definition 15.4. Der B-ModulMB heißt die Skalarerweiterung von M (vermöge φ) auf
B.

Beispiel 15.5. Sei N ein B-Modul. Dann ist NA ⊗A M = N ⊗A M , indem wir N als
(A,B)-Bimodul auffassen. Insbesondere ist NA ⊗A M (durch Multiplikation von links)
in kanonischer Weise ein B-Modul. In dieser Situation existiert ein kanonischer Isomor-
phismus N ⊗B MB

∼= NA ⊗AM von B-Moduln.

Proposition 15.6. Ist M als A-Modul endlich erzeugt, so ist MB als B-Modul endlich
erzeugt.

Beweis. Sei M als A-Modul von x1, . . . , xm ∈ M erzeugt. Dann wird MB als B-Modul
durch 1⊗ x1, . . . , 1⊗ xm ∈MB erzeugt.

16. Exaktheitseigenschaften des Tensorproduktes

16.1. Tensorprodukte und Homomorphismenmoduln
Sei A ein kommutativer Ring. Seien M,N,P drei A-Moduln. Sei φ : M ⊗ N →
P eine A-lineare Abbildung. Diese definiert eine A-lineare Abbildung (φN) : M →
Hom(N,P ), x 7→ (y 7→ φ(x⊗ y)).

Proposition 16.1. Die Abbildung

Hom(M ⊗N,P )→ Hom(M,Hom(N,P )), φ 7→ (φN)

ist ein Isomorphismus von A-Moduln.

Beweis. 1. Sei ψ : M → Hom(N,P ) eine A-lineare Abbildung. Diese definiert eine
A-lineare Abbildung (Nψ) : M ⊗N → P, x⊗ y 7→ ψ(x)(y).

2. Die Abbildung ψ 7→ (Nψ) ist die Umkehrung der Abbildung φ 7→ (φN).

16.2. Rechtsexaktheit des Tensorproduktes

Proposition 16.2. Sei A ein kommutativer Ring. Sei E : M ′ φ−→ M
ψ−→ M ′′ → 0 eine

exakte Sequenz von A-Moduln und N ein weiterer A-Modul. Dann ist auch die Sequenz
E ⊗N : M ′ ⊗N φ⊗idN−−−−→M ⊗N ψ⊗idN−−−−→M ′′ ⊗N → 0 exakt.

Beweis. 1. Sei P ein beliebiger A-Modul. Aus der Exaktheit von E folgt die Exaktheit
der Sequenz Hom(E,Hom(N,P )).

2. Diese Sequenz ist isomorph zur Sequenz Hom(E⊗N,P ), welche damit auch exakt
ist.

3. Da P beliebig ist, folgt die Exaktheit von E ⊗N .
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Bemerkung 16.3. Sei A ein kommutativer Ring. Sei N ein A-Modul. Definieren wir
T (M) := M ⊗ N und U(P ) := Hom(N,P ) für A-Moduln M und P , so haben wir die
Existenz eines natürlichen Isomorphismus’

Hom(T (M), P ) = Hom(M,U(P ))

gezeigt. In der Sprache der Kategorientheorie ist T damit das Linksadjungierte zu U
und das Rechtsadjungierte zu T . Der Beweis der letzten Proposition zeigt allgemeiner,
daß jeder Funktor, welcher ein linksadjungierter ist, rechtsexakt ist. Entsprechend ist
ein Funktor, welcher ein linksadjungierter ist, ein linksexakter.
Bemerkung 16.4. Sei A ein kommutativer Ring. SeiM ′ →M →M ′′ eine exakte Sequenz
von A-Moduln. Im allgemeinen ist dann das TensorproduktM ′⊗N →M⊗N →M ′′⊗N
mit einem beliebigen A-Moduln N nicht mehr exakt.

Beispiel 16.5. Sei die exakte Sequenz 0→ Z φ−→ Z mit φ(x) = 2x von Z-Moduln gegeben.
Sei weiter der Z-ModulN := Z/(2) gegeben. Das Tensorprodukt 0→ Z⊗N φ⊗idN−−−−→ Z⊗N
der Sequenz mit N ist nicht exakt, denn für alle x⊗ y ∈ Z⊗N ist (φ⊗ idN)(x⊗ y) =
2x⊗y = x⊗2y = x⊗0 = 0, also φ⊗ idN = 0. Allerdings ist Z⊗N nicht der Nullmodul.

16.3. Flachheit
Sei A ein kommutativer Ring. Sei N ein A-Modul.

Definition 16.6. Der A-Modul N heißt flach, falls für jede exakte Sequenz E von
A-Moduln auch die tensorierte Sequenz E ⊗N exakt ist.

Hilfssatz 16.7. Sei φ ⊗ idN : M ′ ⊗ N → M ⊗ N für jede injektive lineare Abbildung
φ : M ′ →M endlich erzeugter A-Moduln injektiv. Dann ist auch φ⊗idN für jede injektive
lineare Abbildung φ : M ′ →M beliebiger A-Moduln injektiv.

Beweis. 1. Sei also φ : M ′ →M eine injektive lineare Abbildung zwischen A-Moduln.
Sei u = ∑

x′i ⊗ yi ∈ ker(φ⊗ idN), also ∑φ(x′i)⊗ yi = 0 ∈M ⊗N .

2. SeiM ′
0 ⊂M ′ der durch die x′i erzeugte Untermodul und sei u0 = ∑

x′i⊗yi ∈M ′
0⊗N .

3. Es existiert ein endlich erzeugter Untermodul M0 ⊂ M mit φ(M ′
0) ⊂ M0, so daß∑

φ(x′i) ⊗ yi = 0 ∈ M0 ⊗ N . Damit ist also (φ0 ⊗ idN)(u0) = 0, wobei φ0 :=
φ|M ′0 : M ′

0 →M0.

4. Da M ′
0,M0 endlich erzeugt sind, folgt damit nach Voraussetzung, daß u0 = 0, also

u = 0.

Proposition 16.8. Sei A ein kommutativer Ring. Sei N ein A-Modul. Dann sind äqui-
valent:

1. Der A-Modul N ist flach.
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2. Für jede kurze exakte Sequenz E : 0→M ′ →M →M ′′ → 0 von A-Moduln ist die
tensorierte Sequenz E ⊗N exakt.

3. Für jede injektive A-lineare Abbildung φ : M ′ → M zwischen A-Moduln ist die
Abbildung φ⊗ idN : M ′ ⊗N →M ⊗N injektiv.

4. Für jede injektive A-lineare Abbildung φ : M ′ → M zwischen endlich erzeugten
A-Moduln ist die Abbildung φ⊗ idN : M ′ ⊗N →M ⊗N injektiv.

Beweis. 1. Die Äquivalenz der ersten beiden Aussagen folgt aus der Tatsache, daß
jede lange exakte Sequenz in kurze exakte Sequenzen zerfällt werden kann.

2. Die Äquivalenz der zweiten und dritten Aussage folgt aus der Rechtsexaktheit des
Tensorproduktes.

3. Die Äquivalenz der letzten beiden Aussagen folgt aus dem letzten Hilfssatz.

Proposition 16.9. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Ist M
ein flacher A-Modul, so ist MB ein flacher B-Modul.

Beweis. Dies folgt aus den kanonischen Isomorphismen N ⊗B MB
∼= NA ⊗A M für

B-Moduln N .

17. Algebren

17.1. Definition von Algebren
Sei A ein kommutativer Ring.

Definition 17.1. Eine kommutative A-Algebra B ist ein kommutativer Ring B zusam-
men mit einem Ringhomomorphismus φ : A→ B, dem Strukturmorphismus der Algebra
B.

Bemerkung 17.2. Ist B eine A-Algebra, so können wir insbesondere die Skalareinschrän-
kung BA definieren. Damit ist eine Multiplikation mit Elementen aus A auf der B
zugrundeliegenden abelschen Gruppe durch ab := φ(a)b ∈ B mit a ∈ A und b ∈ B
definiert. Die so definierte Struktur ist kompatibel mit der multiplikativen Struktur auf
B.
Beispiel 17.3. Sei K ein Körper und B 6= 0 eine kommutative K-Algebra. Da der Struk-
turmorphismus in diesem Falle injektiv ist, können wir K kanonisch mit seinem Bild in
B identifizieren. Damit ist eine kommutative Algebra über einem Körper nichts anderes
als ein kommutativer Ring, welcher K als Unterring enthält.
Beispiel 17.4. Sei B ein beliebiger kommutativer Ring. Da genau ein Ringhomomorphis-
mus Z→ B existiert, nämlich n 7→ n · 1B, wobei 1B die Eins in B bezeichnet, wird jeder
kommutativer Ring auf genau eine Weise zu einer Z-Algebra.
Sei A ein kommutativer Ring. Seien B,C zwei kommutative A-Algebren.
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Definition 17.5. Ein Homomorphismus χ : B → C von A-Algebren ist ein Ringhomo-
morphismus χ : B → C, welcher einen Homomorphismus χ : BA → CA von A-Moduln
induziert.

Ein Ringhomomorphismus χ : B → C ist also genau dann ein Homomorphismus von
A-Algebren, falls χ(ab) = aχ(b) für alle a ∈ A und b ∈ B.
Bemerkung 17.6. Seien φ : A→ B und ψ : A→ C die beiden Strukturhomomorphismen.
Ein Ringhomomorphismus χ : B → C ist genau dann ein Homomorphismus von A-
Algebren, falls χ ◦ φ = ψ.

17.2. Endliche Algebren und Algebren endlichen Typs
Definition 17.7. Sei A ein kommutativer Ring. Eine kommutative A-Algebra B heißt
eine endliche A-Algebra, falls BA als A-Modul endlich erzeugt ist.

Es ist B also genau dann eine endliche A-Algebra, falls endlich viele Elemen-
te b1, . . . , bn ∈ B existieren, so daß jedes andere Element von B als eine A-
Linearkombination der bi geschrieben werden kann.

Definition 17.8. Sei A ein kommutativer Ring. Eine kommutative A-Algebra B heißt
eine A-Algebra endlichen Typs, falls endlich viele Elemente b1, . . . , bn ∈ B existieren, so
daß jedes Element von B als Polynom in den bi mit Koeffizienten aus A geschrieben
werden kann.

Es ist B also genau dann eine A-Algebra endlichen Typs, falls ein surjektiver A-
Algebrenhomomorphismus von einem Polynomring A[x1, . . . , xn] auf B existiert.
Beispiel 17.9. Ein kommutativer Ring B heißt endlich erzeugt, falls er eine Z-Algebra
endlichen Typs ist. Dies ist gleichbedeutend damit, daß endlich viele Elemente b1, . . . , bn
von B existieren, so daß jedes Element von B als Polynom in den bi mit ganzzahligen
Koeffizienten geschrieben werden kann.

18. Tensorprodukte von Algebren

18.1. Definition des Tensorproduktes zweier Algebren
Sei A ein kommutativer Ring, und seien B und C zwei kommutative A-Algebren. Da B
und C insbesondere A-Moduln sind, können wir den A-Modul D := BA⊗A CA betrach-
ten. Die Abbildung B × C × B × C 7→ D, (b, c, b′, c′) 7→ bb′ ⊗ cc′ ist A-linear in jedem
Faktor, so daß sie einen Homomorphismus B⊗C⊗B⊗C → D, b⊗c⊗b′⊗c′ 7→ bb′⊗cc′ von
A-Moduln induziert. Durch Klammersetzung erhalten wir also einen Homomorphismus
D ⊗D → D von A-Moduln, welcher wiederum zu einer A-bilinearen Abbildung

µ : D ×D → D, (b⊗ c, b′ ⊗ c′) 7→ bb′ ⊗ cc′

korrespondiert.
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Sei A ein kommutativer Ring und seien φ : A → B und ψ : A → C zwei kommuta-
tive A-Algebren. Wir definieren eine kommutative A-Algebra B ⊗A C wie folgt: Als
abelsche Gruppe sei B ⊗A C die abelsche Gruppe des A-Moduls D = BA ⊗A CA. Die
Multiplikation ist B ⊗A C wird durch die eben definierte Abbildung

µ : (B ⊗A C)× (B ⊗A C)→ B ⊗A C, (b⊗ c, b′ ⊗ c′) 7→ bb′ ⊗ cc′

gegeben. Die Eins ist durch 1B ⊗ 1C ∈ B ⊗A C gegeben. Schließlich ist der Struk-
turhomomorphismus der A-Algebra durch A → B ⊗A C, a 7→ φ(a) ⊗ 1 = 1 ⊗ ψ(a)
gegeben.

Definition 18.1. Die kommutative A-Algebra B ⊗A C heißt das Tensorprodukt der
kommutativen A-Algebren B und C.

Bemerkung 18.2. Sei A ein kommutativer Ring. Seien B,C zwei kommutative A-
Algebren. Als A-Algebra trägt B⊗AC insbesondere die Struktur eines A-Moduls, näm-
lich (B⊗AC)A. Auf der anderen Seite ist die B⊗AC zugrundeliegende abelsche Gruppe
in natürlicher Weise ein A-Modul, nämlich BA ⊗A CA. Beide A-Modulstrukturen stim-
men überein, das heißt die identische Abbildung id : BA ⊗A CA → (B ⊗A C)A ist ein
Isomorphismus von A-Moduln.

19. Gerichtete Limiten

19.1. Definition des gerichteten Limes
Definition 19.1. Eine gerichtete Menge ist eine nicht leere teilweise geordnete Menge
I = (I,≤), so daß für jedes Paar von Elementen i, j ∈ I ein k ∈ I mit i ≤ k und j ≤ k
existiert.

Eine teilweise geordnete Menge ist also genau gerichtet, wenn jede endliche Teilmenge
eine obere Schranke besitzt.
Sei A ein Ring. Sei I eine gerichtete Menge. Sei weiter (Mi)i∈I eine Familie von A-

Moduln. Schließlich sei für jedes Paar i, j ∈ I mit i ≤ j ein Homomorphismus µij : Mi →
Mj von A-Moduln gegeben.

Definition 19.2. Das DatumM• = (Mi, µ
i
j) heißt ein gerichtetes System von A-Moduln

über I, falls folgende Axiome erfüllt sind:

1. Für alle i ∈ I ist µii = idMi
: Mi →Mi.

2. Für alle i ≤ j ≤ k ist µik = µjk ◦ µij : Mi →Mk.

Seien A ein Ring und I eine gerichtete Menge. Sei M• = (Mi, µ
i
j) ein gerichtetes

System von A-Moduln über I. Sei C := ⊕
i∈I
Mi. Wir identifizieren die Mi mit ihren

kanonischen Bildern in C. Sei D der Untermodul von C, welcher von allen Elementen
der Form xi − µij(xi) mit i ≤ j und xi ∈ Mi erzeugt wird. Sei µ : C � M := C/D die
kanonische Projektion. Sei schließlich µi := µ|Mi : Mi →M .
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Definition 19.3. Der Modul M heißt der gerichtete Limes von M•. Die kanonischen
A-linearen Abbildungen µi : Mi →M heißen die Strukturhomomorphismen von M .
Notation 19.4. Wir schreiben lim−→

i∈I
Mi für den gerichteten Limes des gerichteten Systems

M•.

19.2. Universelle Eigenschaft des gerichteten Limes
Seien A ein Ring und I eine gerichtete Menge. Sei M• = (Mi, µ

i
j) ein gerichtetes System

von A-Moduln über I. Seien die µi : Mi →M := lim−→
i∈I

Mi die Strukturhomomorphismen.

Proposition 19.5. Sei x ∈ M . Dann existiert ein i ∈ I und ein xi ∈ Mi mit µi(xi) =
x.
Proposition 19.6. Seien i ∈ I und xi ∈ Mi mit µi(xi) = 0 ∈ M . Dann existiert ein
j ≥ i mit µij(xi) = 0 ∈Mj.
Proposition 19.7. Sei N ein A-Modul. Sei weiter für alle i ∈ I eine A-lineare Abbildung
αi : Mi → N gegeben, so daß αi = αj ◦ µij für alle Paare i ≤ j. Dann existiert genau
eine A-lineare Abbildung α : M → N mit αi = α ◦ µi für alle i ∈ I.
Beispiel 19.8. Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. Sei (Mi)i∈I eine Familie von Unter-
moduln von M . Für je zwei Elemente i, j ∈ I existieren ein k ∈ I mit Mi + Mj ⊂ Mk.
Durch die Setzung i ≤ j ⇐⇒ Mi ⊂Mj wird I zu einer gerichteten Menge. Weiter sei
im Falle i ≤ j die Abbildung µij : Mi →Mj die Inklusionsabbildung. Dann ist

lim−→
i∈I

Mi
∼=
∑
i∈I

Mi =
⋃
i∈I
Mi.

Damit ist insbesondere jeder A-Modul der gerichtete Limes seiner endlich erzeugten
Untermoduln.

19.3. Exakte Sequenzen gerichteter Systeme
Seien A ein Ring und I eine gerichtete Menge. Seien M• = (Mi, µ

i
j) und N• = (Ni, ν

i
j)

zwei gerichtete Systeme von A-Moduln über I. Mit µi : M i → M := lim−→
i∈I

Mi und

νi : N i → N := lim−→
i∈I

Ni bezeichnen wir die Strukturhomomorphismen der gerichteten

Limiten. Sei φ• = (φi) eine Familie von A-linearen Abbildungen φi : Mi → Ni.
Definition 19.9. Die Familie φ• heißt ein Homomorphismus φ• : M• → N• gerichteter
Systeme, falls φj ◦ µij = νij ◦ φi : Mi → Nj für alle i ≤ j.
Seien A ein Ring und I eine gerichtete Menge. Seien M• = (Mi, µ

i
j) und N• = (Ni, ν

i
j)

zwei gerichtete Systeme von A-Moduln über I. Mit µi : M i → M := lim−→
i∈I

Mi und

νi : N i → N := lim−→
i∈I

Ni bezeichnen wir die Strukturhomomorphismen der gerichteten

Limiten.
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Proposition 19.10. Es existiert genau ein Homomorphismus φ := lim−→
i∈I

φi : M → N von

A-Moduln, so daß φ ◦ µi = νi ◦ φi : Mi → N für alle i ∈ I.

Definition 19.11. Seien A ein Ring und I eine gerichtete Menge. Eine Sequenz
M•

φ•−→ N•
ψ•−→ P• von gerichteten Systemen von A-Moduln über I heißt exakt, falls

die induzierten Sequenzen Mi
φi−→ Ni

ψi−→ Pi für alle i ∈ I exakt sind.

Proposition 19.12. Seien A ein Ring und I eine gerichtete Menge. Sei M•
φ•−→ N•

ψ•−→
P• eine exakte Sequenz von gerichteten Systemen von A-Moduln über I. Dann ist die

induzierte Sequenz lim−→
i∈I

Mi

lim−→
i∈I

φi

−−−→ lim−→
i∈I

Ni

lim−→
i∈I

ψi

−−−→ lim−→
i∈I

Pi exakt.

19.4. Tensorprodukte und gerichtete Limiten
Seien A ein Ring und I eine gerichtete Menge. Sei N ein A-Modul. Sei weiter M• =
(Mi, µ

i
j) ein gerichtetes System von A-Moduln über I.

Beispiel 19.13. Zusammen mit den Abbildungen µij ⊗ idN : Mi ⊗N → Mj ⊗N für alle
i ≤ j wird M• ⊗N = (Mi ⊗N) zu einem gerichteten System über I.
Seien µi : Mi →M := lim−→

i∈I
Mi und ιi : Mi⊗N → P := lim−→

i∈I
(Mi⊗N) die Strukturhomo-

morphismen für i ∈ I. Nach der universellen Eigenschaft des gerichteten Limes induzie-
ren die µi⊗ idN : Mi⊗N →M⊗N eine eindeutige A-lineare Abbildung ψ : P →M⊗N
mit µi ⊗ idN = ψ ◦ ιi für alle i.

Proposition 19.14. Die A-lineare Abbildung ψ ist ein Isomorphismus lim−→
i∈I

(Mi ⊗N) ∼→

(lim−→
i∈I

Mi)⊗N .

19.5. Gerichtete Limiten von Ringen
Sei I eine gerichtete Menge. Sei (Ai)i∈I eine Familie von Ringen über I. Für i ≤ j sei
αij : Ai → Aj ein Ringhomomorphismus. Die additiven Gruppen der Ringe Ai mögen ein
gerichtetes System von Z-Moduln A• = (Ai, αij) bilden. Seien die αi : Ai → lim−→

i∈I
Ai die

Strukturhomomorphismen, welche Homomorphismen abelscher Gruppen sind.

Proposition 19.15. Auf lim−→
i∈I

Ai existiert genau eine Struktur eines Ringes, so daß die

αi : Ai → A Ringhomomorphismen werden.

Proposition 19.16. Ist lim−→
i∈I

Ai = 0, so existiert ein i ∈ I mit Ai = 0.

Sei A ein kommutativer Ring. Sei (Bi)i∈I eine Familie kommutativer A-Algebren. Ist
J ⊂ I eine endliche Teilmenge, so sei BJ = ⊗

j∈J Bj. Ist K ⊂ I eine weitere endliche
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Teilmenge mit K ⊂ J , so sei βKJ : BK → BJ der kanonische Homomorphismus von A-
Algebren, welcher ⊗

k∈K
bk auf ⊗

j∈J
bj abbildet, wobei wir bj = 1 für j /∈ K setzen. Der

gerichtete Limes B := ⊗
i∈I
Bi := lim−→J⊂I BJ ist in kanonischer Weise eine A- Algebra, so

daß die Strukturmorphismen BJ → B Morphismen von A-Algebren werden.

Definition 19.17. Die kommutative A-Algebra ⊗
i∈I
Bi heißt das Tensorprodukt über die

Familie (Bi).

Teil III.
Lokalisierungen von Ringen und
Moduln
20. Lokalisierungen von Ringen und Moduln

20.1. Lokalisierung eines Ringes
Definition 20.1. Sei A ein Ring. Eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A ist
eine Teilmenge S ⊂ A mit 1 ∈ S und xy ∈ S für alle x, y ∈ S.

Eine Teilmenge S ⊂ A ist also genau dann multiplikativ abgeschlossen, wenn sie ein
Untermonoid des multiplikativen Monoides von A ist.
Beispiel 20.2. Sei A ein kommutativer Ring. Dann ist A \ {0} genau dann multiplikativ
abgeschlossen, wenn A ein Integritätsbereich ist.
Beispiel 20.3. Sei a ein Ideal A. Dann ist 1 + a = {1 + x | x ∈ a} ⊂ A multiplikativ
abgeschlossen.
Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Wir betrachten

die Menge der Paare (a, s) ∈ A×S. Wir nennen zwei Paare (a, s), (b, t) äquivalent, wenn
(at− bs)u = 0 für ein u ∈ S.

Proposition 20.4. Die so definierte Relation ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis. 1. Die Relation ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch.

2. Sei (a, s) äquivalent zu (b, t) und (b, t) äquivalent zu (c, u). Damit existieren v, w ∈
S mit (at− bs)v = (bu− ct)w = 0.

3. Multiplizieren wir die linke Gleichung mit uw und die rechte mit sv, können wir b
eliminieren und erhalten (au− cs)tvw = 0.

4. Da S multiplikativ abgeschlossen ist, ist tvw ∈ S. Damit sind (a, s) und (c, u)
äquivalent.
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Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Die Äquivalenz-
klasse (a, s) ∈ A × S eines Paares nennen wir einen Bruch. Wir schreiben die Äquiva-
lenzklasse dieses Paares als a

s
. Mit S−1A bezeichnen wir die Menge aller dieser Brüche.

Auf dieser Menge definieren wir eine Addition durch

a

s
+ b

t
= at+ bs

st

und eine Multiplikation durch
a

s

b

t
= ab

st
.

Proposition 20.5. Mit den so definierten Operationen wird S−1A zu einem wohldefi-
nierten kommutativen Ring.

Sei A ein kommutativer Ring. Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Die
Abbildung ι : A→ S−1A, a 7→ a

1 ist ein Ringhomomorphismus.

Definition 20.6. Der kommutative Ring S−1A heißt die Lokalisierung von A nach S
und ι : A→ S−1A ihr Strukturhomomorphismus.

Proposition 20.7 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung). Sei φ : A→ B ein Ring-
homomorphismus, so daß φ(s) ∈ B× für alle s ∈ S. Dann existiert genau ein Ringho-
momorphismus ψ : S−1A→ B mit φ = ψ ◦ ι.

Beweis. 1. Eindeutigkeit: Sei ψ : S−1A → B mit ψ(a1) = φ(a) für alle a ∈ A. Ist
weiter s ∈ S, so gilt dann ψ(a

s
) = ψ(a1( s1)−1) = ψ(a1)ψ( s1)−1 = φ(a)φ(s)−1.

2. Existenz: Es ist zu zeigen, daß ψ : S−1A → B, a
s
7→ φ(a)φ(s)−1 wohldefiniert ist.

Dazu sei a
s

= a′

s′
, also (as′ − a′s)u = 0 für ein u ∈ S.

3. Es folgt (φ(a)φ(s′)− φ(a′)φ(s))φ(u) = 0.

4. Da φ(u) ∈ B×, folgt φ(a)φ(s)−1 = φ(a′)φ(s′)−1.

20.2. Eigenschaften der Lokalisierung
Proposition 20.8. Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlos-
sen. Sei ι : A→ S−1A der Strukturhomomorphismus. Dann gilt:

1. Für alle s ∈ S ist ι(s) eine Einheit in S−1A.

2. Ist a ∈ A mit ι(a) = 0, so ist as = 0 für ein s ∈ S.

3. Jedes Element in S−1A ist von der Form ι(a)ι(s)−1 mit a ∈ A und s ∈ S.

Folgerung 20.9 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung). Sei A ein kommutativer
Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Sei ι : A → S−1A der Strukturhomomor-
phismus. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe mit folgenden Ei-
genschaften:
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1. Für alle s ∈ S ist φ(s) eine Einheit in B.

2. Ist a ∈ A mit φ(a) = 0, so ist as = 0 für ein s ∈ S.

3. Jedes Element von B ist von der Form φ(a)φ(s)−1 mit a ∈ A und s ∈ S.

Dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus ψ : S−1A→ B mit φ = ψ ◦ ι.

Beweis. 1. Es ist zu zeigen, daß der aufgrund der ersten Eigenschaft wohldefinierte
Ringhomomorphismus ψ : S−1A→ B, a

s
7→ φ(a)φ(s)−1 ein Isomorphismus ist.

2. Da jedes Element in B von der Form φ(a)φ(s)−1 ist, ist ψ offensichtlich surjektiv.

3. Sei schließlich a
s
∈ S−1A im Kern von ψ. Damit ist insbesondere φ(a) = 0, also

at = 0 für ein t ∈ S. Es folgt, daß a
s

= 0
1 = 0 ∈ S−1A. Also ist ψ auch injektiv.

20.3. Beispiele von Lokalisierungen
Sei A ein kommutativer Ring. Sei p ein Primideal in A.
Beispiel 20.10. Die Teilmenge A \ p ⊂ A ist multiplikativ abgeschlossen.
Notation 20.11. Wir schreiben Ap := (A \ p)−1A und nennen Ap die Lokalisierung von
A bei p oder den Halm von A an p.
Beispiel 20.12. Es ist m := {a

s
| a ∈ p, s ∈ A \ p} ein echtes Ideal im Halm Ap. Ist

b
t
∈ Ap \ m, so ist b ∈ A \ p, also b

t
∈ (Ap)×. Es folgt, daß Ap ein lokaler Ring mit

maximalem Ideal m ist. Es ist m = App.
Beispiel 20.13. Sei A ein Integritätsbereich. Dann ist S := A \ {0} multiplikativ abge-
schlossen, so daß wir die Lokalisierung S−1A bilden können. Da S nur reguläre Elemente
(und zwar alle) enthält, ist A → S−1A, a 7→ a

1 ein injektiver Ringhomomorphismus, so
daß wir A als Unterring von S−1A auffassen können. Ist p

q
∈ S−1A\{0}, so ist (p

q
)−1 = q

p
.

Damit ist S−1A ein Körper. Wir nennen S−1A den Quotientenkörper von A. Es ist der
kleinste Körper, welcher A als Unterring enthält.
Beispiel 20.14. Der Körper Q der rationalen Zahlen ist der Quotientenkörper des Ringes
Z der ganzen Zahlen.
Sei A ein kommutativer Ring.

Beispiel 20.15. Sei S ⊂ A eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Dann gilt
S−1A = 0 genau dann, wenn 0 ∈ S.
Beispiel 20.16. Sei f ∈ A. Dann ist {fn | n ∈ N0} eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge.
Notation 20.17. Wir schreiben A[f−1] := {fn | n ∈ N0}−1A und nennen A[f−1] die
Lokalisierung von A außerhalb von f .
Beispiel 20.18. Sei p eine Primzahl. Dann ist Z(p) die Menge aller rationalen Zahlen m

n
,

wobei n teilerfremd zu p ist.
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Beispiel 20.19. Sei f ∈ Z \ {0}. Dann ist Z[f−1] die Menge der rationalen Zahlen der
Form m

fn , wobei n ∈ N0.
Beispiel 20.20. SeiA := K[x1, . . . , xn] der Polynomring in nVariablen über einem Körper
K. Für jedes Primideal p in A ist dann Ap der Ring derjenigen rationalen Funktionen f

g

in den xi mit g /∈ p.

20.4. Lokalisierung von Moduln
Sei A ein kommutativer Ring. Seien S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen und M ein A-
Modul. Wir nennen zwei Paare (m, s), (m′, s′) ∈M×S äquivalent, wenn (ms′−m′s)u =
0 für ein u ∈ S.

Proposition 20.21. Die so definierte Relation ist eine Äquivalenzrelation.

Die Menge der Äquivalenzklasse m
s
der Paare (m, s) bezeichnen wir mit S−1M .

Proposition 20.22. Mit der offensichtlichen Definition der Modulstruktur wird S−1M
zu einem S−1A-Modul.

Sei A ein kommutativer Ring. Seien S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen und M ein
A-Modul. Vermöge des Strukturhomomorphismus A → S−1A fassen wir S−1A als A-
Algebra auf. Die Abbildung ι : M → (S−1M)A,m 7→ m

1 ist ein Homomomorphismus
von A-Moduln.

Definition 20.23. Der S−1A-Modul S−1M heißt die Lokalisierung von M nach S und
ι : M → (S−1M)A sein Strukturhomomorphismus.

Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein A-Modul.
Notation 20.24. Sei p ein Primideal in A. Wir schreiben Mp := (A \ p)−1M und nennen
den Ap-Modul Mp die Lokalisierung von M bei p oder den Halm von M an p.
Das Bild eines Schnittes m ∈M inMp unter dem StrukturhomomorphismusM →Mp

heißt der Keim von m an p.
Notation 20.25. Sei f ∈ A. Wir schreiben M [f−1] := {fn | n ∈ N0}−1M und nennen
M [f−1] die Lokalisierung von M außerhalb von f .
Das Bild eines Schnittes m ∈ M in M [f−1] unter dem Strukturhomomorphismus

M →M [f−1] heißt die Einschränkung von m außerhalb von f .

20.5. Exaktheit der Lokalisierung
Sei A ein kommutativer Ring. Seien S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen und φ : M → N
ein Homomorphismus von A-Moduln. Dann ist

S−1φ : S−1M → S−1N,
m

s
7→ φ(m)

s

ein Homomorphismus von S−1A-Moduln.
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Proposition 20.26. Sei ψ : N → P ein weiterer Homomorphismus von A-Moduln.
Dann ist S−1(ψ ◦ φ) = S−1ψ ◦ S−1φ : S−1M → S−1P .

Proposition 20.27. Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlos-
sen. Ist M ′ φ−→ M

ψ−→ M ′′ exakt bei M , so ist auch S−1M ′ S−1φ−−−→ S−1M
S−1ψ−−−→ S−1M ′′

exakt.

Beweis. 1. Wegen ψ ◦ φ = 0 ist auch (S−1ψ) ◦ (S−1φ) = S−10 = 0, also imS−1φ ⊂
kerS−1ψ.

2. Sei m
s
∈ kerS−1ψ, also ψ(m)

s
= 0 ∈ S−1M ′′. Damit existiert ein t ∈ S mit ψ(tm) =

tψ(m) = 0 ∈M ′′.

3. Damit existiert ein m′ ∈ M ′ mit φ(m′) = tm. Es folgt, daß m
s

= φ(m′)
st

=
(S−1φ)(m′

st
).

Beispiel 20.28. Sei A ein kommutativer Ring. Sei S multiplikativ abgeschlossen. Sei M ′

ein Untermodul eines A-ModulsM . Da die Lokalisierung exakt ist, ist die Lokalisierung
S−1M ′ → S−1M der Inklusion M ′ ↪→M wieder injektiv. Damit können wir S−1M ′ als
Untermodul von S−1M ansehen.
Sei A ein kommutativer Ring. Seien S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen und M ein

A-Modul. Seien N,P ⊂M Untermoduln.

Folgerung 20.29. Es gilt S−1(N + P ) = S−1N + S−1P ⊂ S−1M .

Beweis. Folgt sofort aus den Definitionen.

Folgerung 20.30. Die S−1A-Moduln S−1(M/N) und (S−1M)/(S−1N) sind isomorph.

Beweis. Aus der Exaktheit von 0 → N → M → M/N → 0 folgt die Exaktheit von
0→ S−1N → S−1M → S−1(M/N)→ 0.

Proposition 20.31. Sei A ein kommutativer Ring. Seien S ⊂ A multiplikativ abge-
schlossen und M ein A-Modul. Seien N,P ⊂ M Untermoduln. Es gilt S−1(N ∩ P ) =
S−1N ∩ S−1P ⊂ S−1M .

Beweis. 1. Die Inklusion S−1(N ∩ P ) ⊂ S−1N ∩ S−1P ist offensichtlich.

2. Seien umgekehrt y
s

= z
t
mit y ∈ N, z ∈ P und s, t ∈ S. Dann ist u(ty − sz) = 0

für ein u ∈ S. Es folgt, daß w := uty = usz ∈ N ∩ P . Damit ist y
s

= w
stu
∈

S−1(N ∩ P ).
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20.6. Lokalisierung als Basiswechsel
Proposition 20.32. Sei A ein kommutativer Ring. Seien S ⊂ A multiplikativ
abgeschlossen und M ein A-Modul. Dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus
φ : S−1A⊗AM → S−1M, a

s
⊗m 7→ am

s
.

Beweis. 1. Da am
s

bilinear in a
s
und m ist, ist φ nach der universellen Eigenschaft des

Tensorproduktes wohldefiniert und eindeutig.

2. Die Surjektivität von φ ist offensichtlich.

3. Sei ∑i
ai

si
⊗ mi ∈ S−1A ⊗ M ein beliebiges Element. Mit s := ∏

i si ∈ S und
ti := ∏

j 6=i sj ∈ S haben wir ∑i
ai

si
⊗ mi = 1

s
⊗ ∑

i aitimi, jedes Element von
S−1A⊗M ist also von der Form 1

s
⊗m.

4. Sei φ(1
s
⊗m) = 0. Dann ist m

s
= 0 ∈ S−1M , also tm = 0 ∈M für ein t ∈ S. Damit

ist 1
s
⊗m = 1

st
⊗ tm = 0. Also ist φ injektiv.

Proposition 20.33. Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlos-
sen. Dann ist S−1A eine flache A-Algebra.

Beweis. 1. Tensorieren eines A-Moduls mit S−1A über A entspricht Lokalisieren die-
ses A-Moduls an S.

2. Lokalisieren ist exakt.

Sei A ein kommutativer Ring. Seien M,N zwei A-Moduln.

Proposition 20.34. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Dann existiert ein ein-
deutiger Isomorphismus φ : S−1M ⊗S−1A S

−1N → S−1(M ⊗A N), m
s
⊗ n

t
7→ m⊗n

st
von

S−1A-Moduln.

Beweis. Wir haben die Isomorphismen S−1M ⊗S−1A S
−1N

∼→ (S−1A ⊗A M) ⊗S−1A

(S−1A⊗AN) ∼→ S−1A⊗A (M ⊗S−1A S
−1A⊗AN) ∼→ S−1A⊗A (M ⊗AN) ∼→ S−1(M ⊗A

N).

Beispiel 20.35. Sei p ein Primideal in A. Dann gilt für die HalmeMp⊗ApNp = (M⊗AN)p.

21. Lokale Eigenschaften

21.1. Trivialität von Moduln
Wir nennen eine Eigenschaft kommutativer Ringe (bzw. Moduln über einem kommuta-
tiven Ring) lokal, falls folgendes gilt:
Ein kommutativer Ring A (bzw. ein Modul M über einem kommutativen Ring) hat

die Eigenschaft genau dann, wenn alle seine Halme Ap (bzw. Mp) an allen Primidealen
p die Eigenschaft hat.
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Proposition 21.1. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein A-Modul. Dann sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

1. M = 0.

2. Mp = 0 für alle Primideale p von A.

3. Mm = 0 für alle maximalen Ideale m von A.

Beweis. 1. Aus der ersten folgt sicherlich die zweite Aussage und aus der zweiten die
dritte.

2. Sei Mm = 0 für alle maximalen Ideale m von A. Sei x ∈ M . Angenommen x 6= 0.
Dann ist das Ideal ann(x) in einem maximalen Ideal m von A enthalten.

3. Es ist x
1 = 0 ∈ Mm, also tx = 0 für ein t ∈ A \ m. Damit ist t /∈ ann(x),

Widerspruch.

21.2. Injektivität und Surjektivität
Proposition 21.2. Sei A ein kommutativer Ring. Sei φ : M → N ein Homomorphismus
von A-Moduln. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. φ : M → N ist injektiv.

2. φp : Mp → Np ist injektiv für alle Primideale p von A.

3. φm : Mm → Nm ist injektiv für alle maximalen Ideale m von A.

Beweis. 1. Lokalisierung erhält Injektivität.

2. Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.

3. Sei φm für alle maximalen Ideale m injektiv. Sei M ′ = kerφ. Dann ist 0 → M ′ →
M → N exakt, also auch 0 → M ′

m → Mm → Nm. Damit ist M ′
m = kerφm = 0. Es

folgt nach der letzten Aussage, daß M ′ = 0. Also ist φ injektiv.

Proposition 21.3. Sei A ein kommutativer Ring. Sei φ : M → N ein Homomorphismus
von A-Moduln. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. φ : M → N ist surjektiv.

2. φp : Mp → Np ist surjektiv für alle Primideale p von A.

3. φm : Mm → Nm ist surjektiv für alle maximalen Ideale m von A.
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21.3. Flachheit
Proposition 21.4. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein A-Modul. Dann sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

1. M ist ein flacher A-Modul.

2. Mp ist ein flacher Ap-Modul für alle Primideale p von A.

3. Mm ist ein flacher Am-Modul für alle maximalen Ideale m von A.

Beweis. 1. Mp = Ap ⊗AM und Skalarerweiterung erhält Flachheit.

2. Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.

3. Sei Mm flach über Am für alle maximalen Ideale m. Sei N → P ein injektiver
Homomorphismus von A-Moduln. Es folgt, daß Nm → Pm injektiv ist. Nach Vor-
aussetzung ist dann (N ⊗A M)m = Nm ⊗Am Mm → Pm ⊗Am Mm = (P ⊗A M)m
injektiv. Da m beliebig ist, folgt, daß N ⊗AM → P ⊗AM injektiv ist.

22. Idealerweiterungen und -kontraktionen in
Lokalisierungen

22.1. Erweiterungen und Kontraktionen
Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen.
Beispiel 22.1. Sei a ein Ideal in A. Dann gilt für die Erweiterung (S−1A)a = S−1a, denn
jedes Element in (S−1A)a ist von der Form ∑

i
ai

si
mit ai ∈ a und si ∈ S, und Ausdrücke

dieser Form können wir auf einen gemeinsamen Nenner bringen.

Proposition 22.2. Alle Ideale in S−1A sind erweiterte Ideale, also von der Form S−1a.

Beweis. Sei b ein Ideal in S−1A. Sei x
s
∈ b. Dann ist x

1 in b, also x ∈ A∩ b. Damit folgt
x
s
∈ S−1(A ∩ b).

Sei A ein kommutativer Ring. Seien S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen und a ein Ideal
in A.

Proposition 22.3. Es ist A ∩ (S−1a) = ⋃
u∈S

(a : u).

Beweis. x ∈ A ∩ (S−1a) ⇐⇒ ∃a ∈ a∃s ∈ S : x
1 = a

s
⇐⇒ ∃a ∈ a∃s, t ∈ S : (xs− a)t =

0 ⇐⇒ ∃u ∈ S : ux ∈ a ⇐⇒ x ∈ ⋃
u∈S

(a : u).

Beispiel 22.4. Es S−1a = (1) genau dann, wenn a ∩ S 6= ∅.
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Proposition 22.5. Sei A ein kommutativer Ring. Seien S ⊂ A multiplikativ abge-
schlossen und a ein Ideal in A. Es ist a genau dann ein kontrahiertes Ideal bezüglich
A → S−1A, also ein Ideal der Form A ∩ b, b ⊂ S−1A, wenn kein Element von S ein
Nullteiler in A/a ist.

Beweis. a ist genau dann kontrahiert, wenn A ∩ (S−1a) ⊂ a, wenn also aus sx ∈ a mit
s ∈ S, x ∈ A schon x ∈ a folgt. Das ist wiederum gleichbedeutend damit, daß kein s ∈ S
ein Nullteiler in A/a ist.

Proposition 22.6. Sei A ein kommutativer Ring. Die Lokalisierung nach einer mul-
tiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S ⊂ A kommutiert mit folgenden Operationen auf
Idealen: endliche Summen, endliche Produkte, endliche Schnitte und Wurzeln.

Beweis. 1. Endliche Summen und Produkte vertauschen mit Idealerweiterungen, und
die Lokalisierung eines Ideals nach S entspricht der Idealerweiterung in S−1A.

2. Endliche Schnitte von Idealen vertauschen mit Lokalisierung, denn dies gilt allge-
meiner für Untermoduln.

3. Sei a ⊂ A ein Ideal. Daß S−1√a ⊂
√
S−1a folgt aus allgemeinen Eigenschaften der

Erweiterung von Idealen. Die andere Inklusion ist einfach.

Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen.

Folgerung 22.7. Ist n das Nilradikal von A, so ist S−1n das Nilradikal von S−1A.

22.2. Primideale und Lokalisierungen
Proposition 22.8. Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlos-
sen. Durch q = S−1p ist eine bijektive, ordnungserhaltende Korrespondenz zwischen den
Primidealen p von A mit p ∩ S = ∅ und den Primidealen q von S−1A gegeben.

Beweis. 1. Ist q ein Primideal in S−1A, so ist p = A ∩ q als Kontraktion eines Prim-
ideals wieder ein Primideal.

2. Ist p ein Primideal in A, so ist A/p ein Integritätsbereich. Ist S̄ das Bild von S in
A/p, so ist S−1A/S−1p ∼= S̄−1(A/p) und damit entweder der Nullring oder wieder
ein Integritätsbereich.

3. Der erste Fall tritt genau dann ein, wenn S−1p = (1), also genau dann, wenn
p ∩ S 6= ∅. Der zweite Fall tritt genau dann ein, wenn S−1p ein Primideal ist.

Bemerkung 22.9. Sei A ein kommutativer Ring. Daß zu einem nicht nilpotenten Element
f ∈ A ein Primideal p von A mit f /∈ p existiert, kann mittels Lokalisierung so bewiesen
werden: Da f nicht nilpotent ist, ist A[f−1] 6= 0. Damit besitzt A[f−1] ein maximales
Ideal m. Es folgt, daß p = A ∩m ein Primideal mit f /∈ p ist.
Sei p ein Primideal in einem kommutativen Ring A.
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Folgerung 22.10. Durch r = Apq ist eine bijektive, ordnungserhaltende Korrespondenz
zwischen den Primidealen q von A mit q ⊂ p und den Primidealen r im Halm Ap

gegeben.

Bemerkung 22.11. Sei q ⊂ p ein weiteres Primideal. Lokalisieren bei p schneidet also alle
Primideale außer denen heraus, die in p enthalten sind. Auf der anderen Seite schneidet
der Wechsel von A nach A/q alle Primideale außer denen heraus, die q enthalten. Beim
Übergang von A auf den Ring Ap/(Apq) = (A/q)p̄ beschränken wir unsere Betrachtung
also auf alle Primideale zwischen q und p beschränken. Im Spezialfall p = q erhalten
wir den Restklassenkörper A(p) von A an p, also den Restklassenkörper des Halmes Ap

beziehungsweise den Quotientenkörper des Quotienten A/p.

Proposition 22.12. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Dann
ist ein Primideal p in A genau dann eine Kontraktion eines Primideals von B, falls
p = A ∩ (Bp).

Beweis. 1. Ist p = A∩q für ein Primideal q von B, so ist A∩(Bp) = A∩(B(A∩q)) =
A ∩ q = p.

2. Sei umgekehrt p = A∩ (Bp). Sei S das Bild von A\p in B. Dann ist S∩ (Bp) = ∅,
also ist S−1(Bp) in einem maximalen Ideal m in S−1B enthalten.

3. Sei q := B ∩m. Es folgt, daß q ein Primideal ist. Weiter ist q ⊃ Bp und q∩S = ∅.
Damit ist A ∩ q = p.

22.3. Lokalisierungen und der Annulator
Proposition 22.13. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein endlich erzeugter A-
Modul. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist S−1 ann(M) = ann(S−1M).

Beweis. 1. Sei die Aussage wahr für zwei Untermoduln N und P vonM . Dann gilt sie
auch für N+P : S−1 ann(N+P ) = S−1(annN∩annP ) = S−1 annN∩S−1 annP =
ann(S−1N) ∩ ann(S−1P ) = ann(S−1N + S−1P ) = ann(S−1(N + P )).

2. Damit reicht es die Aussage für einen Modul der FormM = A/a, wobei a ein Ideal
in A ist, zu beweisen. Es ist a = ann(M). Weiter ist S−1M ∼= (S−1A)/(S−1a), also
ann(S−1M) = S−1a.

Folgerung 22.14. Sei A ein kommutativer Ring. Seien N,P zwei Untermoduln eines A-
Moduls M . Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Ist P endlich erzeugt, so gilt S−1(N :
P ) = (S−1N : S−1P ).

Beweis. Es ist (N : P ) = ann((N + P )/N).

Beispiel 22.15. Seien a, b Ideale von A. Ist b endlich erzeugt, so gilt S−1(a : b) = (S−1a :
S−1b).
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Teil IV.
Primärzerlegung
23. Primärzerlegung I

23.1. Primäre Ideale
Ein Primideal in einem kommutativen Ring ist in gewisser Weise eine Verallgemeinerung
einer Primzahl. Die entsprechende Verallgemeinerung einer Potenz einer Primzahl ist ein
Primärideal.
Sei A ein kommutativer Ring.

Definition 23.1. Ein Ideal q in A heißt primär, falls 1 /∈ q und falls aus xy ∈ q schon
x ∈ q oder yn ∈ q für ein n ∈ N0 folgt.

Das Ideal q ist also genau dann primär, falls die nilpotenten Elemente in A/q gerade die
Nullteiler in A/q sind. Die symmetrische Bedingung „xn ∈ q oder yn ∈ q für ein n ∈ N0“
führt zu einem echt allgemeineren Begriff, wie das Beispiel q = (x2, xy) ⊂ K[x, y] zeigt.
Beispiel 23.2. Jedes Primideal in A ist auch primär.
Beispiel 23.3. Sei φ : A→ B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Ist dann q ein
primäres Ideal in B, ist die Kontraktion A ∩ q primär in A, denn A/(A ∩ q) ist ein
Unterring von B/q.
Sei q ein primäres Ideal in einem kommutativen Ring A.

Proposition 23.4. Es ist √q das kleinste Primideal p mit p ⊃ q.

Beweis. 1. Da√q = ⋂
p′⊃q

p′, wobei p′ für ein Primideal von A steht, reicht es zu zeigen,

daß √q ein Primideal ist.

2. Sei dazu xy ∈ √q. Dann ist xmym = (xy)m ∈ q für ein m ∈ N0.

3. Da q primär ist, folgt xm ∈ q oder ynm ∈ q für ein n ∈ N0.

4. Daraus folgt x ∈ √q oder y ∈ √q.

Definition 23.5. Ist p = √q, so heißt q ein p-primäres Ideal von A.

Beispiel 23.6. Die primären Ideale in Z sind die Ideale der Form (0) und (pn), wobei p
eine Primzahl ist, denn diese sind die einzigen Ideale, deren Wurzel ein Primideal ist,
und es ist klar, daß diese Ideale primär sind.
Beispiel 23.7. Sei A := K[x, y] der Polynomring in zwei Variablen über einem Körper.
Sei q := (x, y2). Dann ist A/q ∼= k[y]/(y2), ein Ring, in dem alle Nullteiler Vielfache
von y sind, also nilpotent sind. Damit ist q ein primäres Ideal, und zwar mit Wurzel
p := (x, y). Da p2 ( q ( p sehen wir, daß ein primäres Ideal im allgemeinen keine
Potenz eines Primideals sein muß.
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Beispiel 23.8. Seien K ein Körper und A := K[x, y, z]/(xy − z2). Mit x̄, ȳ, z̄ bezeichnen
wir die Bilder von x, y, z in A. Es ist p := (x̄, z̄) ein Primideal in A, denn A/p ∼= K[y]
ist ein Integritätsbereich. Wir haben x̄ȳ = z̄2 ∈ p2, aber x̄ /∈ p2 und ȳ /∈

√
p2 = p, also

ist p2 nicht primär.
Wir sehen also, daß Potenzen von Primidealen nicht notwendigerweise primär sind.
Sei A ein kommutativer Ring.

Proposition 23.9. Sei a ein Ideal in A. Ist m :=
√
a ein maximales Ideal, so ist a ein

m-primäres Ideal.

Beweis. 1. Das Bild von m in A/a ist das Nilradikal von A/a. Da jedes Primideal
das Nilradikal enthält, besitzt A/a damit genau ein Primideal.

2. Damit ist jedes Element in A/a entweder eine Einheit oder nilpotent, und damit
ist jeder Nullteiler in A/a auch nilpotent.

Beispiel 23.10. Ist m ein maximales Ideal in A, so sind die Potenzen mn mit n > 0 alle
m-primär.

23.2. Schnitte und Idealquotienten primärer Ideale
Hilfssatz 23.11. Sei p ein Primideal in einem kommutativen Ring A. Dann ist der
Schnitt q :=

n⋂
i=1

qi endlich vieler p-primärer Ideale q1, . . . , qn wieder p-primär.

Beweis. 1. √q =
√⋂

i
qi = ⋂

i

√
qi = p.

2. Sei xy ∈ q mit x /∈ q. Dann ist xy ∈ qi mit x /∈ qi für ein i. Es folgt y ∈ p, da qi
ein p-primäres Ideal ist.

Hilfssatz 23.12. Sei p ein Primideal eines kommutativen Ringes A. Sei q ein p-primäres
Ideal und x ∈ A. Dann gilt:

1. Ist x ∈ q, so (q : x) = (1).

2. Ist x /∈ q, so ist (q : x) ein p-primäres Ideal.

3. Ist x /∈ p, so ist (q : x) = q.

Beweis. 1. Die erste und die dritte Aussage folgt sofort aus den Definitionen.

2. Sei x /∈ q. Für y ∈ (q : x) folgt dann xy ∈ q, also y ∈ p. Damit ist q ⊂ (q : x) ⊂ p.
Durch Wurzelziehen folgt

√
(q : x) = p.

3. Sei weiter yz ∈ (q : x) mit x /∈ q. Sei y /∈ p. Aus xyz ∈ q folgt dann xz ∈ q, also
z ∈ (q : x).
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23.3. Primärzerlegungen
Definition 23.13. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Ein Ausdruck von a

als endlicher Schnitt a =
n⋂
i=1

qi primärer Ideale qi heißt Primärzerlegung von a. Sind die
√
qi paarweise verschieden und gilt qi 6⊃

⋂
j 6=i

qj für alle i, so heißt die Primärzerlegung

minimal.
Bemerkung 23.14. Nach dem vorletzten Hilfssatz können wir jede Primärzerlegung eines
Ideals zu einer minimalen reduzieren.
Bemerkung 23.15. Im allgemeinen muß nicht jedes Ideal eine Primärzerlegung besitzen.
Im Falle, daß es eine hat, heißt es zerlegbar.
Satz 23.16 (Der erste Eindeutigkeitssatz). Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kommu-
tativen Ring A. Sei a =

n⋂
i=1

qi eine minimale Primärzerlegung von a. Sei pi := √qi. Dann

sind die Ideale pi genau diejenigen Primideale von A, welche von der Form
√

(a : x) mit
x ∈ A sind. Insbesondere sind die pi unabhängig von der Primärzerlegung von A. Sie
heißen die zu a assoziierten Primideale.

Beweis. 1.
√

(a : x) =
√

(⋂
i
qi : x) = ⋂

i

√
(qi : x) = ⋂

qj 63x
pj.

2. Ist p :=
√

(a : x) für ein x ∈ A prim, folgt damit p = pj für ein j.

3. Umgekehrt folgt aus der Minimalität der Zerlegung, daß für jedes i ein x /∈ qi mit
x ∈ ⋂

j 6=i
qj existiert. Dafür gilt

√
(a : x) = pi.

Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kommutativen Ring A.
Bemerkung 23.17. Sei p ein assoziiertes Primideal zu a. Aus dem letzten Beweis und
dem letzten Hilfssatz folgt, daß ein x ∈ A existiert, so daß (a : x) ein p-primäres Ideal
ist.
Bemerkung 23.18. Sehen wir A/a als A-Modul an, ist der Eindeutigkeitssatz äquivalent
dazu zu sagen, daß die zu a assoziierten Primideale genau diejenigen Primideale sind,
welche als Wurzeln von Annulatoren von Elementen von A/a auftauchen.

23.4. Isolierte und minimale Primideale
Definition 23.19. Sei a ein zerlegbares Ideal eines kommutativen RingesA. Die minima-
len Elemente der Menge der zu a assoziierten Primideale heißen die isolierten Primideale
zu a. Die übrigen zu a assoziierten Primideale heißen die eingebetteten Primideale zu a.
Beispiel 23.20. Sei K ein Körper. Sei A = K[x, y]. Sei a = (x2, xy). Dann ist a = p1 ∩ p2

2
mit p1 = (x) und p2 = (x, y). Da p2 maximal ist, ist p2

2 ein primäres Ideal. Damit sind
p1 und p2 die zu a assoziierten Ideale. In diesem Beispiel ist p1 ⊂ p2, weiter haben wir√
a = p1∩ p2 = p1, allerdings ist a selbst kein primäres Ideal. Es ist p2 ein eingebettetes

Primideal zu a.
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Die Begriffe „isoliert“ und „eingebettet“ kommen aus der algebraischen Geometrie.
Proposition 23.21. Sei a ein zerlegbares Ideal eines kommutativen Ringes. Jedes Prim-
ideal p mit p ⊃ a enthält ein isoliertes Primideal zu a.
Die isolierten Primideale zu a sind damit genau die minimalen Elemente der Menge

aller Primideale, welche a umfassen.

Beweis. Sei a =
n⋂
i=1

qi eine Primärzerlegung von a. Aus p ⊃ ⋂
i
qi folgt p = √p ⊃ ⋂

i

√
qi.

Damit muß p ⊃ √qi für ein i gelten. Damit umfaßt p ein isoliertes Primideal zu a.

Bemerkung 23.22. Sei K ein Körper. Im Ring K[x, y] sind (x2, xy) = (x) ∩ (x, y)2 und
(x) ∩ (x2, y) zwei verschiedene Primärzerlegungen von (x2, xy). Damit sind primären
Komponenten eines zerlegbaren Ideals im allgemeinen nicht eindeutig. In Kürze werden
wir allerdings gewisse Eindeutigkeitseigenschaften kennenlernen.

24. Primärzerlegung II

24.1. Primärzerlegung und das Nullideal
Proposition 24.1. Sei a ein zerlegbares Ideal eines kommutativen Ringes A. Sei a =
n⋂
i=1

qi eine minimale Primärzerlegung. Sei pi := √qi. Dann gilt
n⋃
i=1

pi = {x ∈ A | (a :
x) 6= a}.
Folgerung 24.2. Ist das Nullideal in A zerlegbar, so ist die Menge D der Nullteiler von
A die Vereinigung der zu (0) assoziierten Primideale.
Beweis der Proposition. Aus der Zerlegbarkeit von a folgt die Zerlegbarkeit von (0) ⊂
A/a, denn (0) = ⋂

i∈I q̄i, wobei q̄i das Bild von qi in A/a ist, welches primär ist. Damit
reicht es, die Folgerung zu beweisen.

Beweis der Folgerung. 1. Zunächst ist D = ⋃
x 6=0

√
(0 : x). Auf der anderen Seite wis-

sen wir aus dem Beweis des ersten Eindeutigkeitssatzes, daß
√

(0 : x) = ⋂
qj 63x

pj ⊂ pi

für ein i. Damit gilt D ⊂
n⋃
i=1

pi.

2. Auf der anderen Seite ist jedes pi von der Form
√

(0 : x) mit x 6= 0, also
n⋃
i=1

pi ⊂
D.

Bemerkung 24.3. Für einen kommutativen Ring A, in dem das Nullideal zerlegbar ist,
gilt also:

1. Die Menge der Nullteiler von A ist die Vereinigung aller Primideale, die assoziiert
zu (0) sind.

2. Die Menge der nilpotenten Elemente ist der Schnitt aller (isolierten) Primideale,
die zu (0) assoziiert sind.
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24.2. Primäre Ideale und Lokalisierung
Proposition 24.4. Sei p ein Primideal in einem kommutativen Ring A. Sei q ein p-
primäres Ideal. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Dann gilt:

1. Ist S ∩ p 6= ∅, so folgt S−1q = (1).

2. Ist S ∩ p = ∅, so ist S−1q ein S−1p-primäres Ideal und für seine Kontraktion gilt
A ∩ S−1q = q.

Beweis. 1. Ist s ∈ S ∩ p, so ist sn ∈ S ∩ q für ein n ∈ N0. Damit enthält S−1q das
Element sn

1 , welches eine Einheit in S−1A ist.

2. Ist S∩p = ∅, so folgt aus s ∈ S und as ∈ q schon a ∈ q. Wegen A∩S−1q = ⋃
s∈S

(q : s)

folgt damit A∩S−1q = q. Außerdem ist
√
S−1q = S−1√q = S−1p. Daß S−1q primär

ist, ist schließlich einfach.

Folgerung 24.5. Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlos-
sen. Durch r = S−1q ist eine bijektive, ordnungserhaltende Korrespondenz zwischen den
primären Idealen q von A mit √q∩S = ∅ und den primären Idealen von S−1A gegeben.

Beweis. Folgt aus der letzten Proposition zusammen mit der Tatsache, daß die Kon-
traktion eines primären Ideals ein primäres Ideal ist.

24.3. Sättigung eines Ideals
Definition 24.6. Sei A ein kommutativer Ring. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen.
Die Sättigung S(a) eines Ideals a von A bezüglich S ist das Ideal S(a) := A∩ S−1a, also
die Kontraktion der Erweiterung des Ideals bezüglich der Lokalisierung S−1A.

Proposition 24.7. Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kommutativen Ring A. Sei
S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Sei a = q1 ∩ · · · ∩ qn eine minimale Primärzerlegung
von a. Sei pi := √qi. Weiter seien die qi so numeriert, daß S∩pi = ∅ ⇐⇒ i ≤ m für ein
0 ≤ m ≤ n. Dann sind S−1a =

m⋂
i=1

S−1qi und S(a) =
m⋂
i=1

qi minimale Primärzerlegungen.

Beweis. 1. S−1a =
n⋂
i=1

S−1qi =
m⋂
i=1

S−1qi, und S−1qi ist ein S−1pi-primäres Ideal für
i ≤ m.

2. Da die pi paarweise verschieden sind, gilt dies auch für die S−1pi für i ≤ m, so daß
m⋂
i=1

S−1qi minimal ist.

3. Kontraktion liefert die entsprechende Aussage für S(a).

Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kommutativen Ring A.

63



Definition 24.8. Eine Menge S von zu a assoziierten Primidealen heißt isoliert, falls
sie folgende Bedingung erfüllt: Ist p′ ein zu a assoziiertes Primideal und ist p′ ⊂ p für
ein p ∈ S, so folgt p′ ∈ S.

Proposition 24.9. Sei S eine isolierte Menge von an a assoziierten Primidealen. Dann
ist S := A \ ⋃

p∈S
p multiplikativ abgeschlossen, und für jedes an a assoziierte Primideal p′

gilt:

1. Ist p′ ∈ S, so gilt p′ ∩ S = ∅.

2. Ist p′ /∈ S, so ist p′ ∩ S 6= ∅.

Satz 24.10 (Der zweite Eindeutigkeitssatz). Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kom-
mutativen Ring A. Sei a =

n⋂
i=1

qi eine minimale Primärzerlegung. Sei pi := √qi. Ist

dann {p1, . . . , pm} eine isolierte Menge von an a assoziierten Primidealen, so ist
m⋂
i=1

qi

unabhängig von der Zerlegung.

Beweis. Sei S := A \
m⋃
i=1

pi. Dann ist S(a) =
m⋂
i=1

qi, also unabhängig von der Zerlegung,
da die pi nur von a abhängen.

Folgerung 24.11. Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kommutativen Ring A. Sei a =
n⋂
i=1

qi eine minimale Primärzerlegung. Sei pi := √qi. Dann sind die qi, für die pi ein
isoliertes Primideal von a ist, die isolierten primären Komponenten von a, eindeutig
bestimmt.

Bemerkung 24.12. Die eingebetteten primären Komponenten sind dagegen im allgemei-
nen nicht eindeutig durch das Ideal bestimmt. Später werden wir Beispiele sehen, in
denen es unendlich viele Möglichkeiten für jede eingebettete Komponente gibt.

Teil V.
Ganzheit und Bewertungen
25. Ganzheit

25.1. Ganze Elemente
Definition 25.1. Sei B ein kommutativer Ring. Sei A ⊂ B ein Unterring. Ein Element
x ∈ B heißt ganz über A, falls es Nullstelle eines normierten Polynoms in A[x] ist, falls
also x eine Gleichung der Form xn + a1x

n−1 + · · ·+ an = 0 mit ai ∈ A erfüllt.

Insbesondere ist jedes Element aus A ganz über A.
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Beispiel 25.2. Betrachte die Ringerweiterung Z ⊂ Q. Sei eine rationale Zahl x = r
s
mit

r, s ∈ Z und (r, s) = (1) ganz über Z. Dann existieren ai ∈ Z mit rn + a1r
n−1s + . . . +

ans
n = 0. Damit ist s Teiler von rn, also s = ±1, also x ∈ Z.

Proposition 25.3. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Für ein Element
x ∈ B sind folgende Aussagen äquivalent:

1. Das Element x ist ganz über A.

2. Es ist A[x] ⊂ B als A-Modul endlich erzeugt.

3. Es existiert ein Unterring C von B mit A[x] ⊂ C, so daß C als A-Modul endlich
erzeugt ist.

4. Es existiert ein treuer A[x]-Modul M , welcher als A-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis. 1. Erfüllt x die Gleichung xn = −a1x
n−1 − · · · − an mit ai ∈ A, so ist A[x]

als A-Modul von 1, x, . . . , xn−1 erzeugt.

2. Ist A[x] als A-Modul endlich erzeugt, so ist insbesondere C = A[x] ein Unterring
von B, welcher A[x] umfaßt und als A-Modul endlich erzeugt ist.

3. Ist C ⊂ B ein A[x] umfassender Unterring, welcher als A-Modul endlich erzeugt
ist, so ist insbesondere M = C ein treuer A[x]-Modul, denn aus yC = 0 folgt
insbesondere y = y · 1 = 0, und M ist als A-Modul endlich erzeugt.

4. SeiM ein treuer A[x]-Modul, welcher als A-Modul endlich erzeugt ist. Sei φ : M →
M,m 7→ xm. Da M als A-Modul endlich erzeugt ist, existieren ai ∈ A mit φn +
a1φ

n−1 + . . .+ an = 0. Da M ein treuer A[x]-Modul ist, folgt daraus xn + a1x
n−1 +

. . .+ an = 0.

Folgerung 25.4. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Seien x1, . . . , xn ∈
B, welche jeweils ganz über A sind. Dann ist A[x1, . . . , xn] ein endlich erzeugter A-
Modul.

Beweis. 1. Der Fall n = 1 ist ein Spezialfall der Proposition.

2. Sei also n > 1. Wir setzen Ar := A[x1, . . . , xr]. Nach Induktionsvoraussetzung ist
An−1 als A-Modul endlich erzeugt.

3. Da xn insbesondere ganz über An−1 ist, ist An als An−1-Modul endlich erzeugt.

4. Es folgt, daß An auch als A-Modul endlich erzeugt ist.

Folgerung 25.5. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Dann ist die Menge
C der über A ganzen Elemente von B ein Unterring von B, welcher A enthält.

Beweis. Seien x, y ∈ C. Dann ist nach der letzten Folgerung A[x, y] ein endlich erzeugter
A-Modul. Damit sind auch xy, x+ y ∈ A[x, y] nach der dritten Aussage der Proposition
ganz über A.
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25.2. Ganzheit
Definition 25.6. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe.

1. Der Unterring C aller über A ganzen Elemente von B heißt der ganze Abschluß
von A in B.

2. Ist C = A, so heißt A ganz abgeschlossen in B.

3. Ist C = B, so heißt B ganz über A.

Beispiel 25.7. Der Ring Z ist in Q ganz abgeschlossen.

Definition 25.8. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe, so daß B
zu einer A-Algebra wird. Dann heißt φ ganz und B eine ganze A-Algebra, falls B ganz
über dem Unterring φ(A) ist.

Damit haben wir oben also gezeigt: Eine A-Algebra B ist genau dann endlich über A,
wenn sie endlich erzeugt und ganz über A ist.

Folgerung 25.9. Seien A ⊂ B ⊂ C Erweiterungen kommutativer Ringe. Ist dann B
ganz über A und C ganz über B, so ist auch C ganz über A.

Beweis. 1. Ist x ∈ C, so existieren bi ∈ B mit xn + b1x
n−1 + · · · + bn = 0. Da die bi

ganz über A sind, ist B′ = A[b1, . . . , bn] ein endlich erzeugter A-Modul.

2. Da x ganz über B′ ist, ist B′[x] ein endlich erzeugter B-Modul.

3. Es folgt, daß B′[x] auch als A-Modul endlich erzeugt ist, so daß x nach der dritten
Charakterisierung der Proposition endlich über A ist.

Folgerung 25.10. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Sei C der ganze
Abschluß von A in B. Dann ist C in B ganz abgeschlossen.

Beweis. Sei x ∈ B ganz über C. Da ganze Abhängigkeit transitiv ist, ist x damit auch
ganz über A. Damit ist x ∈ C.

Proposition 25.11. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung kommutativer Ringe. Dann
gilt:

1. Für jedes Ideal b von B ist B/b ganz über A/(A ∩ b).

2. Für jede multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S ⊂ A ist S−1B ganz über S−1A.

Beweis. 1. Eine Gleichung xn + a1x
n−1 + · · · + an = 0 mit ai ∈ A für ein x ∈ B

können wir modulo b reduzieren.

2. Sei x
s
∈ S−1B. Dann liefert die obige Gleichung (x

s
)n + ai

s
(x
s
)n−1 + · · ·+ an

sn = 0 eine
Ganzheitsbedingung über S−1A.
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25.3. Noethersche Normalisierung
Hilfssatz 25.12. SeiM eine endliche Menge von Tupeln m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn

0 . Dann
existieren natürliche Zahlen w1, . . . , wn ∈ N mit wn = 1, so daß für alle m,m′ ∈M gilt:
m 6= m′ =⇒ w(m) :=

n∑
i=1

wimi 6= w(m′) =
n∑
i=1

wim
′
i.

Beweis. 1. Wir führen den Beweis nach Induktion über n. Wir können n > 1 anneh-
men. Ein m ∈M schreiben wir als m = (m1,m≥2) mit m≥2 = (m2, . . . ,mn).

2. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf die vorkommenden m≥2 an und er-
halten w2, . . . , wn ∈ N mit wn = 1.

3. Wir wählen w1 ∈ N so, daß w1 >
n∑
i=2

wimi für alle m ∈M .

Hilfssatz 25.13. Sei K ein Körper. Sei f ∈ A := K[x1, . . . , xn] mit f 6= 0. Dann
existiert ein Ringautomorphismus φ : A → A mit φ(xn) = xn, so daß φ(f) = a0x

k
n +

a1x
k−1
n + · · ·+ ak mit a0 ∈ K× und a1, . . . , ak ∈ K[x1, . . . , xn−1].

Beweis. 1. Es gibt eine endliche Menge M von Tupeln m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn
0 , so

daß f = ∑
m∈M

amx
m1
1 · · ·xmn

n mit am ∈ K×. Wir wählen w1, . . . , wn ∈ N zu M wie
im letzten Hilfssatz.

2. Definiere φ : A → A mit φ(xi) = xi + xwi
n für i < n. Damit ist φ(f) = f(x1 +

xw1
n , . . . , xn−1 + xwn−1

n , xn).

3. Sei m ∈ M dasjenige Tupel, so daß
n∑
i=1

wimi maximal wird. Dann ist der Term

maximalen Grades in xn in φ(f) durch amx
∑

wimi
n gegeben, und es ist am ∈ K×.

Proposition 25.14. Seien K ein Körper und a 6= (1) ein Ideal in A := K[x1, . . . , xn].
Dann existieren ein Polynomring B := K[y1, . . . , yn] und ein endlicher, injektiver
Homomorphismus B → A kommutativer K-Algebren und ein 0 ≤ r ≤ n, so daß
B ∩ a = (yr+1, . . . , yn). Insbesondere folgt, daß K[y1, . . . , yr] → A/a ein endlicher,
injektiver Homomorphismus von K-Algebren ist.

Beweis. 1. Wir wenden Induktion über n an. Wir können n ≥ 1 und a 6= (0) anneh-
men.

2. Sei f ∈ a \ {0}. Nach dem Hilfssatz können wir davon ausgehen, daß f = 0 eine
Ganzheitsbedingung für xn über A′ := K[x1, . . . , xn−1] ist.

3. Nach Induktionsvoraussetzung (angewendet auf A′ und das Ideal A′ ∩ a) existiert
ein endlicher, injektiver Homomorphismus B′ := K[y1, . . . , yn−1] → A′, so daß
B′ ∩ a = (yr+1, . . . , yn−1) für ein r.

4. Schließlich setzen wir B = B′[yn]→ A = A′[xn], yn 7→ f .
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26. Erster Cohen–Seidenbergscher Satz

26.1. Körpererweiterungen
Proposition 26.1. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung von Integritätsbereichen. Dann
ist B genau dann ein Körper, wenn A ein Körper ist.

Beweis. 1. Sei A ein Körper. Sei y ∈ B mit y 6= 0. Sei yn + a1y
n−1 + · · ·+ an = 0 mit

ai ∈ A eine Ganzheitsbedingung minimalen Grades. Da B ein Integritätsbereich
ist, ist an 6= 0, also y−1 = −a−1

n (yn−1 + a1y
n−2 + · · ·+ an−1) ∈ B. Damit ist B ein

Körper.

2. Sei umgekehrt B ein Körper. Sei x ∈ A mit x 6= 0. Dann ist x−1 ∈ B, also ganz
über A, so daß eine Ganzheitsbedingung x−n + a1x

−n+1 + · · ·+ an = 0 mit ai ∈ A
existiert. Es folgt, daß x−1 = −(a1 + a2x + · · · + anx

n−1) ∈ A. Damit ist A ein
Körper.

Folgerung 26.2. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung kommutativer Ringe. Sei q ein
Primideal in B und p := A∩ q. Dann ist q genau dann ein maximales Ideal, wenn p ein
maximales Ideal ist.

Beweis. Es ist A/p ⊂ B/q eine ganze Erweiterung von Integritätsbereichen. Es ist A/p
genau dann ein Körper, wenn p maximal ist. Ebenso ist B/q genau dann ein Körper,
wenn q maximal ist.

26.2. Primideale in ganzen Erweiterungen
Folgerung 26.3. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung kommutativer Ringe. Seien q ⊂ q′

zwei Primideale in B mit p := A ∩ q = A ∩ q′. Dann gilt q = q′.

Beweis. 1. Es ist Bp ganz über Ap. Seien m := App, n := Bpq und n′ := Bpq
′.

2. Dann ist m das maximale Ideal in Ap. Weiter gilt n ⊂ n′ und Ap∩n = Ap∩n′ = m.

3. Aus der Maximalität vonm folgt, daß nmaximal ist, also n = n′. Es folgt q = q′.

Satz 26.4. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung kommutativer Ringe. Sei p ein Primideal
von A. Dann existiert ein Primideal q von B mit A ∩ q = p.

Beweis. 1. Sei n ein maximales Ideal von Bp. Da Bp ganz über Ap ist, ist m := Ap∩n
ein maximales Ideal von Ap und damit das einzige maximale Ideal in Ap.

2. Sei q := B ∩ n. Dann ist q ein Primideal in B. Weiter ist A ∩ q = A ∩ (Ap ∩ n) =
A ∩m = p.

Satz 26.5 („Going-up“). Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung kommutativer Ringe. Sei
p1 ⊂ · · · ⊂ pn eine Kette von Primidealen in A und q : q1 ⊂ · · · ⊂ qm, m ≤ n, eine Kette
von Primidealen in B mit pi = A ∩ qi für i ≤ m. Dann kann die Kette q zu einer Kette
q1 ⊂ · · · ⊂ qn mit A ∩ qi = pi erweitert werden.
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Beweis. 1. Es reicht, den Fall m = 1, n = 2 zu behandeln. Seien Ā := A/p1 und
B̄ := B/q1. Dann ist B̄ ganz über Ā.

2. Damit existiert ein Primideal q̄2 von B̄ mit Ā ∩ q̄2 = p̄2 := Āp2.

3. Damit ist q2 := B∩q̄2 ein Primideal von B mit den gewünschten Eigenschaften.

27. Der zweite Cohen–Seidenbergsche Satz

27.1. Ganz abgeschlossene Integritätsbereiche
Proposition 27.1. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Sei C der ganze
Abschluß von A in B. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist S−1C der ganze
Abschluß von S−1A in S−1B.

Beweis. 1. Wir haben schon gesehen, daß S−1C ganz über S−1A ist.

2. Sei umgekehrt b
s
∈ S−1B ganz über S−1A, das heißt, wir haben eine Gleichung der

Form ( b
s
)n + a1

s1
( b
s
)n−1 + · · ·+ an

sn
= 0 mit ai ∈ A, si ∈ S.

3. Sei t := s1 · · · sn. Multiplizieren wir die Ganzheitsbedingung mit (st)n erhalten wir
eine Ganzheitsbedingung für bt über A.

4. Damit ist bt ∈ C, also b
s

= bt
st
∈ S−1C.

Definition 27.2. Ein Integritätsbereich heißt ganz abgeschlossen, falls er in seinem
Quotientenkörper ganz abgeschlossen ist.

Beispiel 27.3. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ganz abgeschlossen.
Ganz ähnlich wird gezeigt:

Beispiel 27.4. Ein Polynomring K[x1, . . . , xn] in mehreren Variablen über einem Körper
ist ganz abgeschlossen.

Proposition 27.5. Sei A ein Integritätsbereich. Die folgenden Eigenschaften sind äqui-
valent:

1. Es ist A ganz abgeschlossen.

2. Für jedes Primideal p in A ist Ap ganz abgeschlossen.

3. Für jedes maximale Ideal m in A ist Am ganz abgeschlossen.

Beweis. Seien K der Quotientenkörper von A und C der ganze Abschluß von A in
K. Dann ist A genau dann ganz abgeschlossen, wenn φ : A → C, x 7→ x surjektiv
ist. Es ist Surjektivität eine lokale Eigenschaft und Bilden des ganzen Abschlusses mit
Lokalisierung verträglich.
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27.2. Ganzheit über Idealen
Definition 27.6. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Sei a ein Ideal von
A.

1. Ein Element x ∈ B heißt ganz über a, falls x eine Gleichung der Form xn+a1x
n−1+

· · ·+ an = 0 mit ai ∈ a erfüllt.

2. Der ganze Abschluß von a in B ist die Menge aller x ∈ B, die ganz über a sind.

Hilfssatz 27.7. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Sei C der ganze
Abschluß von A in B. Sei a ein Ideal von A. Dann ist der ganze Abschluß von a in B
das Wurzelideal

√
Ca.

Beweis. 1. Sei x ∈ B mit xn + a1x
n−1 + · · · + an = 0 für gewisse ai ∈ a. Es folgt

x ∈ C und damit xn ∈ Ca, also x ∈
√
Ca.

2. Sei umgekehrt x ∈
√
Ca, also xn = ∑

i aixi für ai ∈ a und xi ∈ C. Es ist M :=
A[x1, . . . , xn] ein endlich erzeugter A-Modul mit xnM ⊂ aM . Damit erfüllt die
Multiplikation mit xn auf M eine Ganzheitsbedingung über a. Also ist xn und
damit auch x ganz über a.

Proposition 27.8. Seien A ⊂ B eine Erweiterung von Integritätsbereichen, und sei A
ganz abgeschlossen mit Quotientenkörper K. Sei weiter x ∈ B ganz über einem Ideal
a von A. Dann ist x algebraisch über K und für sein Minimalpolynom f ∈ K[t] gilt
f ∈
√
a[t].

Beweis. Da x ganz über a ist, ist x insbesondere algebraisch über K. Sei L ein Zerfäl-
lungskörper von f , und seien x1, . . . , xn die Nullstellen (mit Vielfachheit) von f . Jedes xi
erfüllt dieselbe Ganzheitsbedingung wie x, daher sind die xi ganz über a. Die Koeffizien-
ten von f sind Polynome in den xi, also ebenfalls ganz über a. Da A ganz abgeschlossen
ist, müssen sie daher in

√
a liegen.

27.3. Der zweite Cohen–Seidenbergsche Satz
Satz 27.9 („Going-down“). Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung von Integritätsbereichen,
und sei A ganz abgeschlossen. Dann gilt: Seien p1 ⊃ · · · ⊃ pn eine Kette von Primidealen
in A und q : q1 ⊃ · · · ⊃ qm, m ≤ n eine Kette von Primidealen von B mit pi = A ∩ qi
für i ≤ m. Dann kann die Kette q zu einer Kette q1 ⊃ · · · ⊃ qn mit pi = A∩ qi erweitert
werden.

Beweis. 1. Es reicht, den Fall m = 1, n = 2 zu behandeln. Damit ist zu zeigen, daß
p2 die Kontraktion eines Primideals in Bq1 ist, das heißt, daß A ∩Bq1p2 = p2.

2. Jedes x ∈ Bq1p2 ist von der Form x = y
s
mit y ∈ Bp2 und s ∈ B \ q1. Dann

ist y ganz über p2, die Ganzheitsbedingung minimalen Grades von y über dem
Quotientenkörper K von A ist also von der Form yr + u1y

r−1 + · · · + ur = 0 mit
ui ∈ p2.
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3. Sei zusätzlich x ∈ A. Dann ist s = yx−1 mit x−1 ∈ K. Damit ist sr + v1s
r−1 +

· · ·+ vr = 0 mit vi = uix
−i die Ganzheitsbedingung minimalen Grades für s über

K. Wir halten xivi = ui ∈ p2 fest.

4. Da s ganz über (1) in A ist, folgt vi ∈ A. Angenommen, x /∈ p2. Da p2 prim ist,
muß dann vi ∈ p2 gelten.

5. Daraus folgt wiederum, daß sr ∈ Bp2 ⊂ Bp1 ⊂ q1, also s ∈ q1, ein Widerspruch.

Proposition 27.10. Sei A ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich mit Quotienten-
körper K. Sei L eine endliche separable Körpererweiterung von K und B der ganze Ab-
schluß von A in L. Dann existiert eine Basis v1, . . . , vn von L über K so daß B ⊂

n∑
j=1

Avj.

Beweis. 1. Ist v ∈ L, erfüllt v eine Gleichung a0v
r + a1v

r−1 + · · · + an = 0 mit
ai ∈ A, a0 6= 0. Durch Multiplizieren dieser Gleichung mit ar−1

0 sehen wir, daß a0v
ganz über A und damit in B ist. Damit können wir eine beliebige Basis von L über
K so umnormieren, daß wir eine Basis (u1, . . . , un) mit ui ∈ B erhalten.

2. Da L über K separabel ist, existieren v1, . . . , vn ∈ L mit trL/K(uivj) = δij.

3. Sei x ∈ B, etwa x = ∑
j
xjvj mit xj ∈ K. Weiter ist xui ∈ B, also trL/K(xui) ∈ A,

da die Spur eines Elementes ein Vielfaches eines Koeffizienten seines Minimalpo-
lynomes ist.

4. Es gilt trL/K(xui) = ∑
j
xj trL/K(uivj) = xi, also xi ∈ A. Folglich ist B ⊂ ∑

j
Avj.

28. Bewertungsringe

28.1. Definition und erste Eigenschaften von Bewertungsringen
Definition 28.1. Sei B ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K. Dann heißt B
ein Bewertungsring für K, falls x ∈ B oder x−1 ∈ B (oder beides) für alle x ∈ K×.

Beispiel 28.2. Seien K ein Körper und B ein Bewertungsring für K. Ist dann B′ ein
Unterring von K mit B ⊂ B′, so ist B′ ein Bewertungsring für K.

Proposition 28.3. Sei B ein Bewertungsring. Dann ist B ein lokaler Ring.

Beweis. 1. Sei m := B \ B×. Ist K der Quotientenkörper von B, so gilt damit für
x ∈ K, daß x ∈ m genau dann, wenn x = 0 oder x−1 /∈ B.

2. Ist a ∈ B und x ∈ m, so ist ax ∈ m, da ansonsten (ax)−1 ∈ B und damit
x−1 = a(ax)−1 ∈ B.

3. Sind x, y ∈ m, so gilt xy−1 ∈ B oder x−1y ∈ B. Ohne Einschränkung sei xy−1 ∈ B,
also x+ y = (1 + xy−1)y ∈ Bm ⊂ m.
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4. Damit ist m ein Ideal in B, und B daher ein lokaler Ring.

Proposition 28.4. Sei B ein Bewertungsring. Dann ist B ganz abgeschlossen.

Beweis. Sei x ∈ K ein ganzes Element im Quotientenkörper K von B, also xn+b1x
n−1 +

· · ·+ bn = 0 für gewisse bi ∈ B. Falls x ∈ B, ist nichts zu zeigen. Ansonsten ist x−1 ∈ B
und damit x = −(b1 + b2x

−1 + · · ·+ bnx
1−n) ∈ B.

28.2. Existenz von Bewertungsringen
Seien K ein Körper und L ein algebraisch abgeschlossener Körper. Wir wollen einen
Ringhomomorphismus φ : A → L von einem Unterring A ⊂ K nicht fortsetzbar in K
nennen, falls für Unterringe A′ von K mit A ⊂ A′ und einem Ringhomomorphismus
φ′ : A′ → L mit φ′|A = φ schon A = A′ gilt.
Bemerkung 28.5. Aus dem Zornschen Lemma folgt, daß zu jedem Ringhomomorphismus
φ : A→ L ein Unterring B von K mit A ⊂ B und ein Ringhomomorphismus ψ : B → K
mit ψ|A = φ existiert, so daß ψ nicht fortsetzbar ist.

Hilfssatz 28.6. Seien K und L Körper. Sei B ⊂ K ein Unterring. Ist dann ψ : B →
L ein nicht in K fortsetzbarer Ringhomomorphismus, so ist B ein lokaler Ring mit
maximalem Ideal m = kerψ.

Beweis. 1. Da ψ(B) ∼= B/ kerψ als Unterring der Körpers L ein Integritätsbereich
ist, ist kerψ ein Primideal.

2. Nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung faktorisiert ψ über einen Ho-
momorphismus ψm : Bm → L.

3. Da ψ : B → L nicht fortsetzbar ist, folgt B = Bm, also ist B ein lokaler Ring mit
maximalem Ideal m.

Hilfssatz 28.7. Seien K und L Körper. Sei B ⊂ K ein Unterring. Sei ψ : B → L ein
nicht in K fortsetzbarer Ringhomomorphismus. Sei m das maximale Ideal von B. Sei
weiter x ∈ K×. Dann gilt m[x] 6= B[x] oder m[x−1] 6= B[x−1].

Beweis. 1. Angenommen, m[x] = B[x] und m[x−1] = B[x−1]. Dann gibt es Gleichun-
gen u0 + u1x + · · · + umx

m = 1 und v0 + v1x
−1 + · · · + vnx

−n = 1 mit ui, vj ∈ m.
Seien weiter m,n minimal gewählt und ohne Einschränkung m ≥ n.

2. Aus (1− v0)xn = v1x
n−1 + · · ·+ vn und (1− v0) ∈ B× folgt xn = w1x

n−1 + · · ·+wn
für gewisse wj ∈ m.

3. Indem wir xm = w1x
m−1 + · · ·+wnxm−n in u0 +u1x+ · · ·+umxm = 1 substituieren,

erhalten wir, daß m nicht minimal gewählt ist. Widerspruch.

Satz 28.8. Seien K ein Körper und L ein algebraisch abgeschlossener Körper. Sei B ⊂
K ein Unterring. Ist dann ψ : B → L ein nicht in K fortsetzbarer Ringhomomorphismus,
so ist B ein Bewertungsring für K.
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Beweis. 1. Mit m bezeichnen wir das maximale Ideal von B. Sei x ∈ K×. Wir haben
x ∈ B oder x−1 ∈ B zu zeigen. Nach dem letzten Hilfssatz können wir ohne
Einschränkung annehmen, daß m[x] 6= (1) = B′ := B[x].

2. Damit ist m[x] in einem maximalen Ideal m′ von B′ enthalten. Da m′ ∩ B ( B
folgt m′ ∩B = m.

3. Die Einbettung B → B′ induziert damit eine Körpereinbettung k := B/m→ k′ :=
B′/m′. Sei x̄ das Bild von x in k′. Damit k′ = k[x̄]. Damit ist k[x̄] ein Körper, x̄
also algebraisch über k und k′ damit eine endlich algebraische Körpererweiterung
von k.

4. Da m = kerψ, induziert ψ einen Homomorphismus ψ̄ : k → L von Körpern. Da
L algebraisch abgeschlossen ist, können wir diesen zu einem Homomorphismus
ψ̄′ : k′ → L fortsetzen. Verknüpfung mit B′ → k′ liefert eine Fortsetzung von ψ.
Also B = B′ und damit x ∈ B.

Folgerung 28.9. Sei A ⊂ K ein Unterring eines Körpers. Dann ist der ganze Abschluß
Ā von A in K der Schnitt aller Bewertungsringe B von K mit B ⊃ A.

Beweis. 1. Sei B ein Bewertungsring von K mit B ⊃ A. Da B ganz abgeschlossen
ist, folgt B ⊃ Ā.

2. Sei umgekehrt x /∈ Ā. Dann ist x /∈ A′ := A[x−1] ⊂ K. Damit ist x−1 keine Einheit
in A′, also in einem maximalen Ideal m′ von A′ enthalten.

3. Sei L ein algebraischer Abschluß des Körpers k′ := A′/m′. Der Homomorphismus
φ : A ↪→ A′ � k′ ↪→ L kann zu einem Bewertungsring B von K fortgesetzt werden.
Da φ(x−1) = 0 ist folglich x /∈ B.

Proposition 28.10. Sei A ⊂ B eine endlich erzeugte Erweiterung von Integritätsberei-
chen. Sei v ∈ B \ {0}. Dann existiert ein u ∈ A \ {0} mit folgender Eigenschaft: Jeder
Homomorphismus φ : A→ L in einen algebraisch abgeschlossenen Körper mit φ(u) 6= 0
kann zu einem Homomorphismus ψ : B → L mit ψ(v) 6= 0 fortgesetzt werden.

Beweis. Mit Induktion über die Anzahl der Erzeuger von B über A können wir davon
ausgehen, daß B von einem Element x erzeugt wird. Dann können zwei Fälle vorliegen:
Entweder ist x über A transzendent, das heißt kein nicht verschwindendes Polynom über
A besitzt x als Nullstelle. Oder x ist über A algebraisch, das heißt es gibt eine nicht
triviale polynomielle Gleichung für x über dem Quotientenkörper von A.

Transzendenter Fall. 1. Sei x transzendent über A.

2. Es existieren ai ∈ A mit v = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an. Wähle u = a0.

3. Ist φ : A → L ein Homomorphismus mit φ(u) 6= 0, so existiert ein y ∈ L mit
φ(a0)yn + φ(a1)yn−1 + · · ·+ φ(an) 6= 0, da L unendlich viele Elemente besitzt.
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4. Definiere ψ : B → L durch ψ(x) = y.

Algebraischer Fall. 1. Sei x algebraisch über A. Da v ein Polynom in x ist, ist damit
auch v−1 algebraisch über x. Damit existieren Gleichungen a0x

m + a1x
m−1 + · · ·+

am = 0 und a′0v−n + a′1v
1−n + · · ·+ a′n = 0 mit ai, a′j ∈ A und u := a0a

′
0 6= 0.

2. Sei φ : A → L mit φ(u) 6= 0. Dann kann φ zunächst zu einem Homomorphismus
A[u−1]→ L fortgesetzt werden und danach zu einem Homomorphismus χ : C → L,
wobei C ein Bewertungsring mit C ⊃ A[u−1] ist.

3. Aus der ersten der obigen Gleichungen folgt, daß x ganz über A[u−1] ist, daß also
x ∈ C, so daß sogar C ⊃ B, insbesondere also v ∈ C.

4. Analog ist v−1 ∈ C, also ist v eine Einheit in C, also ist χ(v) 6= 0. Definiere
ψ := χ|B : B → L.

Sei K ein Körper.

Folgerung 28.11. Ist eine endlich erzeugte K-Algebra B ein Körper, so ist B eine
endliche algebraische Erweiterung von K.

Beweis. Sei L ein algebraischer Abschluß von K. Nach der Proposition läßt sich die
Körpererweiterung K ⊂ L zu einer Körpererweiterung B ⊂ L fortsetzen. Damit ist B
algebraisch über K und als endlich erzeugte Algebra damit auch endlich.

Folgerung 28.12 (Schwacher Hilbertscher Nullstellensatz). Ist m ein maximales Ideal
einer endlich erzeugten K-Algebra A, so ist A/m eine endliche algebraische Erweiterung
von K. Insbesondere ist A/m ∼= K, falls K algebraisch abgeschlossen ist.

Teil VI.
Kettenbedingungen
29. Kettenbedingungen I

29.1. Kettenbedingungen
Proposition 29.1. Sei X eine teilweise geordnete Menge. Dann sind folgende beide
Bedingungen an X äquivalent:

1. Jede aufsteigende Folge x1 ≤ x2 ≤ · · · in X ist stationär, das heißt es existiert ein
n mit xn = xn+1 = · · ·.

2. Jede nicht leere Teilmenge von X besitzt ein maximales Element.
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Beweis. 1. Angenommen, es gibt eine nicht leere Teilmenge ohne maximales Element.
Dann können wir induktiv eine unendliche strikt aufsteigende Folge von Elementen
in X konstruieren.

2. Besitzt jede nicht leere Teilmenge ein maximales Element, so auch die Menge
(xm)m∈N.

Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul.
Definition 29.2. Ist jede bezüglich der Inklusion aufsteigende Folge N1 ⊂ N2 ⊂ · · · von
Untermoduln von M stationär, heißt M noethersch.
Definition 29.3. Ist jede bezüglich der Inklusion absteigende Folge N1 ⊃ N2 ⊃ · · · von
Untermoduln von M stationär, heißt N artinsch.
Beispiel 29.4. Jede endliche abelsche Gruppe ist als Z-Modul sowohl noethersch als auch
artinsch.
Beispiel 29.5. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist als Z-Modul noethersch, aber nicht
artinsch, denn wir haben (a) ) (a2) ) · · · für a ∈ Z \ {0,±1}.
Sei p eine Primzahl. Sei G die Gruppe der Elemente von Q/Z mit p-Potenzordnung.

Beispiel 29.6. Es besitzt G genau eine Untergruppe Gn der Ordnung pn für alle n ≥ 0
und G0 ( G1 ( · · ·, so daß G nicht noethersch ist. Auf der anderen Seite sind die
einzigen echten Untergruppen von G die Gn, so daß G artinsch ist.
Beispiel 29.7. Sei H die Gruppe aller rationalen Zahlen, in deren gekürzter Bruchdar-
stellung der Nenner eine p-Potenz ist. Dann ist H weder noethersch noch artinsch, denn
es gibt eine exakte Sequenz 0 → Z → H → G → 0 und Z ist nicht artinsch und G ist
nicht noethersch.
Sei K ein Körper.

Beispiel 29.8. Der Polynomring K[x] ist als Modul über sich selbst noethersch, das
heißt, er erfüllt die Kettenbedingung für seine Ideale. Auf der anderen Seite ist er nicht
artinsch.
Beispiel 29.9. Der Polynomring K[x1, x2, . . . ] in unendlich vielen Variablen ist weder
noethersch noch artinsch: Die Folgen (x1) ( (x1, x2) ( · · · ist streng aufsteigend, die
Folge (x1) ) (x2

1) ) · · · ist streng absteigend.
Proposition 29.10. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M ist genau dann noethersch, wenn
alle seine Untermoduln endlich erzeugt sind.

Beweis. 1. Sei N ein Untermodul eines noetherschen A-Moduls. Dann gibt es einen
maximalen endlich erzeugten Untermodul N0 von N . Aus der Maximalität folgt
N0 = N0 + Ax für alle x ∈ N , also N0 = N .

2. Sei umgekehrt jeder Untermodul von M endlich erzeugt, und sei M1 ⊂ M2 ⊂ · · ·
eine aufsteigende Kette von Untermoduln vonM . Dann ist N :=

∞⋃
n=1

Mi ein endlich
erzeugter Untermodul. Alle Erzeuger sind schon in einemMn enthalten, alsoMn =
N , und damit ist die Kette stationär.
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Diese Proposition ist der Grund dafür, warum noethersche Moduln so wichtig sind.
Es stellt sich heraus, daß dies in der Praxis häufig die richtige Endlichkeitsbedingung
ist.

Proposition 29.11. Sei A ein Ring. Sei 0→M ′ →M →M ′′ → 0 eine exakte Sequenz
von A-Moduln. Dann ist M genau dann noethersch, wenn M ′ und M ′′ noethersch sind.

Beweis. 1. Jede Kette von Untermoduln in M ′ bzw. M ′′ liefert eine Kette von Un-
termoduln in M . Ist sie dort stationär, so ist sie auch in M ′ bzw. M ′′ stationär.

2. Ist (Mn) eine Kette von Untermoduln in M und ist ihr Urbild in M ′ und ihr Bild
in M ′′ stationär, so ist sie selbst stationär.

Bemerkung 29.12. Eine entsprechende Aussage gilt auch für artinsche anstelle noether-
scher Moduln.

Folgerung 29.13. Sei A ein Ring. Sind dann M1, . . . ,Mn noethersche A-Moduln, so
ist auch

n⊕
i=1

Mi ein noetherscher A-Modul.

Beweis. Wende Induktion und die Proposition auf die exakte Sequenz

0→M1 →
n⊕
i=1

Mi →
n⊕
i=2

Mi → 0

an.

Bemerkung 29.14. Eine entsprechende Aussage gilt auch für artinsche anstelle noether-
scher Moduln.

29.2. Noethersche und artinsche Ringe
Definition 29.15. Ein Ring A heißt noethersch, falls A als Modul über sich selbst
noethersch ist.

Definition 29.16. Ein Ring A heißt artinsch, falls A als Modul über sich selbst artinsch
ist.

Bemerkung 29.17. Eine Ring A ist also genau dann noethersch bzw. artinsch, wenn jede
Kette aufsteigender bzw. absteigender Ideale in A stationär ist.
Beispiel 29.18. Jeder Körper ist sowohl ein noetherscher und artinscher Ring. Dasselbe
gilt für die Ringe Z/(n) mit n > 0.
Beispiel 29.19. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist noethersch, aber nicht artinsch.
Beispiel 29.20. Jeder Hauptidealbereich ist noethersch, denn alle seine Ideale sind endlich
erzeugt.
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Beispiel 29.21. Sei K ein Körper. Der Polynomring K[x1, x2, . . . ] in unendlich vielen
Variablen ist nicht noethersch. Als Integritätsbereich ist er aber in einem Körper ent-
halten. Damit sehen wir, daß ein Unterring eines noetherschen Ringes im allgemeinen
nicht wieder noethersch sein muß.
Beispiel 29.22. Sei X ein kompakter Hausdorffraum, und sei F1 ) F2 ) · · · eine streng
absteigende Folge abgeschlossener Teilmengen. Sei C(X) der Ring der stetigen reellwer-
tigen Funktionen auf X. Dann definieren die an := {f ∈ C(X) | f |Fn = 0} eine streng
aufsteigende Folge von Idealen in C(X), es ist C(X) also nicht noethersch.

Proposition 29.23. Sei A ein noetherscher Ring. Ist dann M ein endlich erzeugter
A-Modul, so ist M noethersch.

Beweis. Es istM ein Quotient des A-Moduls An, und Quotienten und Summen noether-
scher Moduln sind wieder noethersch.

Bemerkung 29.24. Eine entsprechende Aussage gilt auch für artinsche anstelle von
noetherschen Ringen.

Proposition 29.25. Sei a ein Ideal eines noetherschen Ringes A. Dann ist auch A/a
ein noetherscher Ring.

Beweis. Da Quotienten noetherscher Moduln noethersch sind, ist A/a ein noetherscher
A-Modul. Damit ist A/a aber auch noethersch über sich selbst.

Bemerkung 29.26. Eine entsprechende Aussage gilt auch für artinsche anstelle von
noetherschen Ringen.

30. Kettenbedingungen II

30.1. Kompositionsreihen und Länge eines Moduls
Sei A ein Ring.

Definition 30.1. Sei M ein A-Modul. Eine Untermodulkette von M ist eine Kette von
Untermoduln von M der Form M• : M = M0 ) M1 ) · · · ) Mn = 0. Es heißt n die
Länge von M•.

Definition 30.2. Ein A-ModulM heißt einfach, falls er genau zwei Untermoduln besitzt
(0 und sich selbst).

Der Nullmodul ist nach dieser Definition also nicht einfach.

Definition 30.3. Sei M ein A-Modul. Eine Untermodulkette M• von M heißt eine
Kompositionsreihe, falls jeder Quotient Mi/Mi+1 ein einfacher A-Modul ist.

Eine Kompositionsreihe ist also eine maximale Untermodulkette.
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Definition 30.4. Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Die Länge `(M) von M ist das
Infimum über die Längen aller Kompositionsreihen von M .

Es ist also `(M) =∞ genau dann, wenn M keine Kompositionsreihe besitzt.

Hilfssatz 30.5. Sei A ein Ring und M ein A-Modul endlicher Länge. Für jeden echten
Untermodul N von M gilt `(N) < `(M).

Beweis. 1. Sei M• eine Kompositionsreihe von M minimaler Länge n. Sei Ni :=
N ∩Mi. Dann ist Ni/Ni+1 ⊂Mi/Mi+1.

2. Da Mi/Mi+1 einfach ist, ist Ni/Ni+1 = Mi/Mi+1 oder Ni = Ni+1. Indem wir also
wiederholte Moduln herausnehmen, erhalten wir eine Kompositionsreihe von N
und insbesondere `(N) ≤ `(M).

3. Angenommen, `(N) = `(M). Dann ist Ni/Ni+1 = Mi/Mi+1, also Mn−1 =
Nn−1,Mn−2 = Nn−2, . . . ,M0 = N0 und damit M = N .

Hilfssatz 30.6. Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul endlicher Länge. Die Länge einer
jeden Untermodulkette von M ist höchstens `(M).

Beweis. IstM = M0 )M1 ) · · · )Mk = 0 eine Untermodulkette der Länge k, so haben
wir nach dem letzten Hilfssatz, daß `(M) > `(M1) > · · · > `(Mk), also `(M) ≥ k.

Proposition 30.7. Sei A ein Ring. SeiM ein A-Modul, welcher eine Kompositionsreihe
der Länge n besitze. Dann hat jede Kompositionsreihe die Länge n, und jede Untermo-
dulkette von M läßt sich zu einer Kompositionsreihe erweitern.

Beweis. 1. Sei M• eine Kompositionsreihe von M der Länge k. Nach dem letzten
Hilfssatz wissen wir, daß k ≤ `(M) ≤ n. Nach Definition von `(M) folgt daraus
k = `(M) ≤ n.

2. Sei M• eine beliebige Untermodulfolge von M der Länge k. Ist k < `(M), so ist
M• keine Kompositionsreihe, also nicht maximal, also kann M• zu einer Folge der
Länge k + 1 erweitert werden.

3. Ist k = `(M), so muß M• schon eine Kompositionsreihe sein, denn ansonsten
könnte M• zu einer Folge der Länge `(M) + 1 erweitert werden.

30.2. Moduln endlicher Länge
Proposition 30.8. Sei A ein kommutativer Ring. Ein A-Modul M besitzt genau dann
eine Kompositionsreihe, wenn M noethersch und artinsch ist.

Beweis. 1. Besitzt M eine Kompositionsreihe, so sind alle streng monotonen Ketten
von Untermoduln endlich und damit M sowohl noethersch als auch artinsch.
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2. SeiM noethersch und artinsch. DaM0 := M noethersch ist, existiert ein maximaler
echter Untermodul M1 ( M0. Analog besitzt M1 einen maximalen echten Unter-
modulM2 (M1, usw. Wir erhalten eine streng absteigende KetteM0 )M1 ) · · ·,
welche endlich sein muß, da M artinsch ist. Dies ist damit eine Kompositionsreihe
von M .

Folglich definieren wir:
Sei A ein Ring.

Definition 30.9. Ist ein A-ModulM noethersch und artinsch, so heißtM von endlicher
Länge.

Bemerkung 30.10 (Jordan–Hölderscher Satz). Sind M• und M ′
• zwei Kompositionsrei-

hen eines A-Moduls M endlicher Länge n, so existiert ein σ ∈ Sn mit Mi−1/Mi
∼=

M ′
σ(i)−1/M

′
σ(i).

Proposition 30.11. Sei A ein Ring. Die Länge ist eine additive Funktion auf der Klasse
aller A-Moduln endlicher Länge.

Beweis. 1. Sei 0 → M ′ φ−→ M
ψ−→ M ′′ → 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln

endlicher Länge. Wir müssen `(M ′) + `(M ′′) = `(M) zeigen.

2. Sei M ′
0 ) M ′

1 ) · · · ) M ′
m eine Kompositionsreihe in M ′ und M ′′

0 ) M ′′
1 )

· · · ) M ′′
n eine Kompositionsreihe in M ′′. Dann ist ψ−1(M ′′

0 ) ) · · · ) ψ−1(M ′′
n) =

φ(M ′
0) ) · · · ) φ(M ′

m) eine Kompositionsreihe von M .

Proposition 30.12. Für einen Vektorraum V über einem Körper K sind folgende Aus-
sagen äquivalent.

1. Es ist V endlich-dimensional.

2. Es hat V endliche Länge.

3. Es ist V noethersch.

4. Es ist V artinsch.

In diesen Fällen gilt außerdem `(V ) = dimV .

Beweis. 1. Besitzt V eine Basis (e1, . . . , en), so bilden die Unterräume Ui :=
〈ei+1, . . . , en〉 eine Kompositionsreihe von V .

2. Nach Definition ist V noethersch und artinsch, wenn V von endlicher Länge ist.

3. Sei V ein unendlich-dimensionaler Vektorraum, das heißt V besitzt eine unendliche
Familie (vn)n∈N linear unabhängiger Elemente. Dann bilden die Unterräume Ui :=
〈v1, . . . , vi〉 eine nicht stationäre aufsteigende Kette und die Unterräume Wi :=
〈vi+1, vi+2, . . . 〉 eine nicht stationäre absteigende Kette.
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Folgerung 30.13. Seien m1, . . . ,mn maximale Ideale in einem kommutativen Ring A,
so daß m1 · · ·mn = (0). Dann ist A genau dann noethersch, wenn A artinsch ist.

Beweis. 1. Der Ring A besitzt die Idealkette A ⊃ m1 ⊃ m1m2 ⊃ · · · ⊃ m1 · · ·mn =
(0), und jeder Faktor (m1 · · ·mi−1)/(m1 · · ·mi) ist ein Vektorraum über dem Körper
A/mi.

2. Damit ist jeder Faktor genau dann artinsch, wenn er noethersch ist.

3. Es ist A genau dann noethersch bzw. artinsch, wenn jeder Faktor noethersch
bzw. artinsch ist.

Teil VII.
Noethersche Ringe
31. Noethersche Ringe

31.1. Elementare Eigenschaften noetherscher Ringe
Wir erinnern an folgende Möglichkeiten, einen Ring A als noethersch zu charakterisieren:

1. Jede nicht leere Menge von Idealen von A besitzt ein maximales Element.

2. Jede aufsteigende Kette von Idealen in A ist stationär.

3. Jedes Ideal in A ist endlich erzeugt.

Proposition 31.1. Sei φ : A→ B ein Homomorphismus von Ringen. Ist A noethersch,
so ist auch φ(A) noethersch.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz ist φ(A) ∼= A/kerφ, und Quotienten noetherscher
Ringe sind noethersch.

Proposition 31.2. Sei A ⊂ B eine endliche Erweiterung kommutativer Ringe. Sei A
noethersch. Dann ist auch B noethersch.

Beweis. Da B als A-Modul endlich erzeugt ist und A ein noetherscher Ring ist, ist B
als A-Modul noethersch. Damit ist B auch als Modul über sich selbst noethersch.

Beispiel 31.3. Der Ring Z[i] der ganzen Gaußschen Zahlen eine endliche Erweiterung
von Z und damit noethersch.
Bemerkung 31.4. Allgemeiner ist ganze Abschluß von Z in einer beliebigen endlichen
algebraischen Erweiterung von Q ein noetherscher Ring.
Sei A ein noetherscher kommutativer Ring.
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Proposition 31.5. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist S−1A noethersch.

Beweis. 1. Jedes Ideal in S−1A ist von der Form S−1a, wobei a ein Ideal in A ist.

2. Erzeugen x1, . . . , xn das Ideal a, so wird S−1a von x1
1 , . . . ,

xn

1 erzeugt.

Folgerung 31.6. Die Halme Ap von A sind noethersch.

31.2. Der Hilbertsche Basissatz
Satz 31.7 (Hilbertscher Basissatz). Ist A ein noetherscher kommutativer Ring, so ist
auch der Polynomring A[x] noethersch.

Beweis. 1. Sei a ein Ideal in A[x]. Die führenden Koeffizienten der Polynome in a
erzeugen ein Ideal l in A, welches nach Voraussetzung von endlich vielen Elementen
a1, . . . , an erzeugt ist.

2. Zu jedem ai wählen wir ein Polynom fi ∈ a mit Leitmonom aix
ri . Sei r das

Maximum der ri. Die fi erzeugen ein Ideal a′ ⊂ a.

3. Sei f ∈ a ein Polynom mit Leitmonom axm. Ist m ≥ r, so existieren ui ∈ A mit
a = ∑

i
uiai. Dann ist f −∑

i
uifix

m−ri ∈ a ein Polynom echt kleineren Grades als
f . Indem wir so fortfahren, können wir f = g + h mit h ∈ a′ schreiben, wobei
deg g < r.

4. Ist M der von 1, x, . . . , xr−1 erzeugte A-Modul, so haben wir a = (a ∩M) + a′

gezeigt.

5. Es ist a∩M als Untermodul eines noetherschen Moduls endlich erzeugt, etwa von
g1, . . . , gm. Damit ist a von g1, . . . , gm, f1, . . . , fn erzeugt.

Folgerung 31.8. Ist A ein noetherscher kommutativer Ring, so ist auch der Polynom-
ring A[x1, . . . , xn] in endlich vielen Variablen noethersch.

Beweis. Folgt aus dem Hilbertschen Basissatz mittels Induktion über n.

Folgerung 31.9. Sei A ein noetherscher Ring. Dann ist jede endlich erzeugte kommu-
tative A-Algebra B noethersch.

Beweis. Es ist B ein Bild eines Polynomringes der Form A[x1, . . . , xn] unter einem Ring-
homomorphismus.

Proposition 31.10. Seien A ⊂ B ⊂ C Erweiterungen kommutativer Ringe. Seien A
noethersch und C endlich erzeugt als A-Algebra. Sei weiter C endlich als B-Algebra.
Dann ist B endlich erzeugt als A-Algebra.

Bemerkung 31.11. In der Situation der Proposition ist es wegen Proposition 25.3 auf
Seite 65 äquivalent zu fordern, daß C ganz als B-Algebra ist.
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Beweis. 1. Seien x1, . . . , xm Erzeuger von C als A-Algebra. Seien weiter y1, . . . , yn
Erzeuger von C als B-Modul. Damit existieren bji ∈ B mit xi = ∑

j
bjiyj und bkij ∈ B

mit yiyj = ∑
k
bkijyk. Sei B0 die von den bji und bkij erzeugte A-Unteralgebra von B.

Da A noethersch ist, ist auch B0 noethersch.

2. Jedes Element in C ist ein Polynom in den xi mit Koeffizienten in A. Durch wie-
derholtes Einsetzen der Ausdrücke für xi und yiyj erhalten wir, daß jedes Element
in C eine Linearkombination der yj mit Koeffizienten in B0 ist, und damit ist C
eine endliche B0-Algebra.

3. Da B0 noethersch ist, ist damit C ein noetherscher B0-Modul. Da B ein Untermo-
dul von C ist, ist B als B0-Modul endlich erzeugt.

4. Schließlich ist B0 als A-Algebra endlich erzeugt, also ist auch B als A-Algebra
endlich erzeugt.

32. Primärzerlegung in noetherschen Ringen

32.1. Irreduzible Ideale
Sei A ein kommutativer Ring.

Definition 32.1. Ein Ideal a 6= (1) in A heißt irreduzibel, falls für je zwei weitere Ideale
b, c von A gilt: a = b ∩ c =⇒ (a = b ∨ a = c).

Hilfssatz 32.2. Ist A noethersch, so ist jedes Ideal a ein endlicher Schnitt irreduzibler
Ideale.

Beweis. Angenommen, es gibt ein Ideal, welches sich nicht als endlicher Schnitt irredu-
zibler Ideale schreiben läßt. Dann gibt es auch ein solches maximales a. Da a selbst nicht
irreduzibel sein kann, existieren Ideale b, c mit a = b ∩ c, aber a ( b, c. Damit sind b, c
jeweils Schnitte endlich vieler irreduzibler Ideale, also auch a. Widerspruch.

Hilfssatz 32.3. Sei a ein irreduzibles Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring
A. Dann ist a ein Primärideal.

Beweis. 1. Indem wir von A zu A/a übergehen, können wir uns auf den Fall be-
schränken, daß das Nullideal primär ist, wenn es irreduzibel ist.

2. Sei also xy = 0 mit y 6= 0. Die Kette ann(x) ⊂ ann(x2) ⊂ · · · ist stationär, also ist
ann(xn) = ann(xn+1) für ein n.

3. Sei a ∈ (xn)∩(y). Dann ist a = bxn für ein b ∈ A und ax = bxn+1 = 0. Insbesondere
b ∈ ann(xn+1) = ann(xn), also a = bxn = 0. Folglich (xn) ∩ (y) = (0).

4. Ist (0) irreduzibel, so folgt wegen (y) 6= (0) damit (xn) = 0, also xn = 0.
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32.2. Existenz der Primärzerlegung in noetherschen Ringen
Sei A ein noetherscher kommutativer Ring.

Satz 32.4. In A ist jedes Ideal zerlegbar.

Proposition 32.5. Jedes Ideal a in A enthält eine Potenz seines Wurzelideals.

Beweis. 1. Seien x1, . . . , xk Erzeuger von
√
a. Dann gilt xni

i ∈ a für gewisse ni. Sei
m := ∑

i
(ni − 1) + 1.

2. Es wird
√
a
m von Produkten xr1

1 · · ·xrk
k mit ∑

i
ri = m erzeugt. Nach Definition von

m gilt ri ≥ ni für mindestens ein i und damit xr1
1 · · ·xrk

k ∈ a.

Sei A ein noetherscher kommutativer Ring.

Folgerung 32.6. Das Nilradikal in A ist nilpotent.

Beweis. Eine Potenz von
√

(0) ist in (0) enthalten.

Folgerung 32.7. Für ein maximales Ideal m und ein weiteres Ideal q eines noetherschen
kommutativen Ringes A sind äquivalent:

1. Es ist q ein m-primäres Ideal.

2. Es ist √q = m.

3. Es ist mn ⊂ q ⊂ m für n� 0.

Beweis. Die Äquivalenz der ersten beiden Aussagen gilt in beliebigen kommutativen
Ringen. Daß aus der zweiten die dritte folgt, ist die Aussage der Proposition. Die zweite
folgt aus der dritten so: m =

√
mn ⊂ √q ⊂

√
m = m.

Proposition 32.8. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring A. Dann
sind die zu a assoziierten Primideale genau die Primideale in A von der Form (a : x)
mit x ∈ A.

Beweis. Es reicht, die Aussage für A/a und das Nullideal zu beweisen, da die eigent-
liche Aussage dann durch Kontraktion nach A folgt. Wir zeigen also, daß in einem
noetherschen Ring die zu (0) assoziierten Primideale gerade die Primideale der Form
ann(x) = (0 : x) mit x ∈ A sind.

Fortsetzung. 1. Sei
n⋂
i=1

qi = (0) eine minimale Primärzerlegung. Sei pi := √qi. Sei

ai = ⋂
j 6=i

qj 6= (0). Wir hatten schon einmal
√

ann(x) = pi für alle x ∈ ai \ {0}

gezeigt, also ann(x) ⊂ pi.

2. Da pi = √qi, ist pmi ⊂ qi für m � 0, also aip
m
i ⊂ ai ∩ pmi ⊂ ai ∩ qi = (0). Sei m

jetzt die kleinste natürliche Zahl mit aipmi = (0) und x ∈ aip
m−1
i \ {0}.
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3. Dann ist pix = 0, also ann(x) ⊃ pi, also ann(x) = pi.

4. Ist umgekehrt ann(x) ein Primideal, so haben wir schon gezeigt, daß ann(x) =√
ann(x) ein assoziiertes Primideal ist.

Teil VIII.
Artinsche Ringe
33. Artinsche Ringe

33.1. Elementare Eigenschaften Artinscher Ringe
Wir erinnern an folgende Möglichkeiten, einen Ring A als artinsch zu charakterisieren:

1. Jede nicht leere Menge von Idealen von A besitzt ein minimales Element.

2. Jede absteigende Kette von Idealen in A ist stationär.

Die anscheinende Symmetrie mit noetherschen Ringen ist irreführend. Und zwar werden
wir sehen, daß jeder artinsche Ring notwendigerweise ein noetherscher Ring und zudem
von besonders einfacher Gestalt ist.

Proposition 33.1. Sei A ein artinscher kommutativer Ring. Dann ist jedes Primideal
in A maximal.

Beweis. Ist p ein Primideal in A, so ist B := A/p ein artinscher Integritätsbereich. Sei
x ∈ B \ {0}. Dann ist (xn) = (xn+1) für ein n � 0, da B artinsch ist, also xn = xn+1y
für y ∈ B. Kürzen mit xn liefert 1 = xy, also ist x ∈ B×. Damit ist B ein Körper und p
ein maximales Ideal.

Folgerung 33.2. In einem artinschen kommutativen Ring ist das Nilradikal gleich dem
Jacobsonschen Radikal.

Proposition 33.3. Ein artinscher kommutativer Ringe hat nur endlich viele maximale
Ideale.

Beweis. 1. Die Menge aller endlichen Schnitte maximaler Ideale hat ein minimales
Element, etwa m1 ∩ · · · ∩mn, wobei die mi maximale Ideale sind.

2. Für jedes weitere maximale Ideal m haben wir damit m ⊃ m1 ∩ · · · ∩mn.

3. Da m ein Primideal ist, folgt m ⊃ mi für ein i, aufgrund der Maximalität also
m = mi.

Proposition 33.4. In einem kommutativen artinschen Ring ist das Nilradikal n nilpo-
tent.
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Beweis. 1. Da der Ring artinsch ist, existiert ein k � 0 mit a := nk = nk+1 = · · ·.
Angenommen, a 6= (0).

2. Die Menge der Ideale b mit ab 6= (0) ist nicht leer, da insbesondere a ein solches
Ideal ist, besitzt also ein minimales Element c.

3. Es existiert ein x ∈ c mit xa 6= (0). Weiter ist (x) ⊂ c, also (x) = c aufgrund der
Minimalität von c.

4. Weiter ist (xa)a = xa2 = xa 6= (0) und sowieso xa ⊂ (x), also xa = (x) aufgrund
der Minimalität von (x).

5. Damit ist x = xy für ein y ∈ a, also x = xy = xy2 = · · · = xyn. Da y insbesondere
nilpotent ist, ist folglich x = 0, Widerspruch.

33.2. Der Struktursatz für artinsche kommutative Ringe
Sei A ein kommutativer Ring.

Definition 33.5. Eine Primidealkette in A ist eine streng aufsteigende Kette p0 ( p1 (
· · · ( pn von Primidealen in A. Es heißt n die Länge der Kette.

Definition 33.6. Die Dimension dimA von A ist das Supremum der Längen aller
Primidealketten in A.

Beispiel 33.7. Es ist dimA ≥ 0 genau dann, wenn A nicht der Nullring ist.
Beispiel 33.8. Die Dimension eines Körpers ist 0.
Beispiel 33.9. Für den Ring der ganzen Zahlen gilt dimZ = 1.

Hilfssatz 33.10. Seien m1, . . . ,mn die maximalen Ideale eines artinschen kommutativen
Ringes A. Dann ist

n∏
i=1

mk
i = (0) für k � 0.

Beweis. 1. Da jedes Primideal in A maximal ist, gilt n = m1 ∩ · · · ∩ mn für das
Nilradikal n von A.

2. Da das Nilradikal in A nilpotent ist, gilt
n∏
i=1

mk
i ⊂ (

n⋂
i=1

mi)k = nk = (0) für k �
0.

Satz 33.11. Ein kommutativer Ring A 6= 0 ist genau dann artinsch, wenn er noethersch
ist und dimA = 0 gilt.

Beweis. 1. Ist A artinsch, so sind alle Primideale maximal, also dimA = 0. Weiter
ist nach dem letzten Lemma das Nullideal Produkt von maximalen Idealen. Damit
sind äquivalent, daß A artinsch und noethersch ist.

2. Sei A noethersch mit dimA = 0. Da das Nullideal eine Primärzerlegung besitzt,
gibt es nur endlich viele minimale Primideale. Wegen dimA = 0 sind alle diese
maximal.
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3. Das Nilradikal ist also Schnitt endlich vieler maximaler Ideale. Da das Nilradi-
kal in noetherschen Ringen nilpotent ist, ist das Nullideal Produkt endlich vieler
maximaler Ideale. Damit sind äquivalent, daß A artinsch und noethersch ist.

Beispiel 33.12. Ein kommutativer Ring mit genau einem Primideal muß nicht notwendi-
gerweise noethersch (und damit auch nicht artinsch) sein: Sei etwa A = K[x1, x2, . . . ] der
Polynomring in unendlich vielen Variablen über einem Körper K. Sei a := (x1, x

2
2, . . . ).

Dann besitzt B := A/a genau ein Primideal, nämlich das Bild von (x1, x2, . . . ). Damit
ist B ein lokaler Ring der Dimension 0. Allerdings ist B nicht noethersch, denn z.B. sein
Primideal ist nicht endlich erzeugt.
Ist (A,m) ein artinscher lokaler Ring, so ist m das einzige Primideal von A und damit

gleich dem Nilradikal von A. Insbesondere ist jedes Element aus m nilpotent, und m
selbst ist nilpotent. Jedes Element aus A ist damit entweder eine Einheit oder nilpotent.
Beispiel 33.13. Sei p ein Primzahl und n ≥ 1. Dann ist Z/(pn) ein artinscher lokaler
Ring mit maximalem Ideal Z/(pn)(p).

Proposition 33.14. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann tritt genau einer
der beiden folgenden Fälle ein:

1. Für alle n ∈ N0 ist mn ) mn+1.

2. Es ist mn = (0) für n� 0, in welchem Falle A artinsch ist.

Beweis. Ist mn = mn+1, so folgt mit dem Nakayamaschen Lemma, daß mn = 0. Insbe-
sondere ist dann mn ⊂ p für ein Primideal p. Nach Wurzelziehen erhalten wir m = p,
also besitzt A dann nur ein Primideal, ist also artinsch.

Satz 33.15 (Struktursatz für artinsche kommutative Ringe). Ein artinscher kommuta-
tiver Ring ist (eindeutig bis auf Isomorphie der Faktoren) ein direktes Produkt artinscher
lokaler Ringe.

Beweis der Existenz. 1. Seien m1, . . . ,mn die verschiedenen maximalen Ideale eines
artinschen Ringes A. Nach dem letzten Hilfssatz ist

n∏
i=1

mk
i = (0) für k � 0. Da die

mi =
√
mk
i paarweise koprim sind, sind auch die mk

i paarweise koprim.

2. Damit gilt ⋂
i
mk
i = ∏

i
mk
i = (0). Damit ist insbesondere der kanonische Homomor-

phismus A → ∏
A/mk

i ein Isomorphismus. Da die A/mk
i jeweils lokale artinsche

Ringe sind, ist A direktes Produkt artinscher lokaler Ringe.

Beweis der Eindeutigkeit. 1. Sei umgekehrt A ∼=
n∏
i=1

Ai für einen kommutativen Ring
A, wobei die Ai lokale artinsche kommutative Ringe sind. Seien πi : A → Ai die
Projektionen und ai := ker πi. Die ai sind paarweise koprim mit ⋂

i
ai = (0).

2. Sei qi das einzige Primideal in Ai, und sei pi := A ∩ qi. Dann ist pi ein maximales
Primideal in A.
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3. Da (0) in Ai ein qi-primäres Ideal ist, ist ai in A ein pi-primäres Ideal. Damit ist⋂
i
ai = (0) eine Primärzerlegung.

4. Da die ai paarweise koprim sind, sind die pi ebenso paarweise koprim, also die zu
(0) assoziierten isolierten Primideale.

5. Damit sind alle Primkomponenten von A isoliert, also nach dem zweiten Eindeutig-
keitssatz durch A eindeutig bestimmt. Also sind die Ai ∼= A/ai durch A eindeutig
bestimmt.

33.3. Artinsche lokale Ringe
Sei (A,m, F ) ein lokaler Ring. Dann ist die spezielle Faser m/m2 von m ein F -
Vektorraum.

Definition 33.16. Der F -Vektorraum m/m2 ist der Zariskische Kotangentialraum von
A.

Ist m endlich erzeugt (z.B. weil A noethersch ist), ist auch m/m2 als F -Vektorraum
endlich erzeugt. Es folgt, daß in diesem Falle dimF m/m2 <∞.
Wir erinnern an die Tatsache, daß sich jede Basis des Zariskischen Kotangentialraums

m/m2 zu einem Erzeugendensystem von m hochheben läßt.

Hilfssatz 33.17. Sei (A,m) ein artinscher lokaler Ring, so daß m ein Hauptideal ist.
Dann ist jedes Ideal a von A ein Hauptideal.

Beweis. 1. Sei m = (x) für ein x ∈ A. Wir können a 6= (0) annehmen. Da m auch
das Nilradikal ist, ist m nilpotent. Damit existiert ein r ∈ N0 mit a ⊂ mr, aber
a ( mr+1.

2. Folglich existiert ein a ∈ A mit y := axr ∈ a, aber y /∈ (xr+1). Es folgt a /∈ (x),
also ist a eine Einheit in A.

3. Damit ist xr ∈ a, also mr = (xr) ⊂ a, also a = mr = (xr). Also ist a ein Hauptideal.

Proposition 33.18. Für einen artinschen lokalen Ring (A,m, F ) sind folgende Aussa-
gen äquivalent:

1. Jedes Ideal in A ist ein Hauptideal.

2. Das maximale Ideal m ist ein Hauptideal.

3. Es ist dimF m/m2 ≤ 1.

Beweis. 1. Daß aus der ersten die zweite und aus der zweite die dritte Aussage folgt
ist offensichtlich.

87



2. Ist dimF m/m2 = 0, also m = m2, so folgt m = 0 nach dem Nakayamaschen Lemma.
Damit ist A ein Körper und nichts weiter zu zeigen.

3. Ist dimF m/m2 = 1, so wird m von einem Element x ∈ A erzeugt. Dann schließen
wir mit dem Hilfssatz.

Sei K ein Körper.
Beispiel 33.19. Die Ringe Z/(pn) und K[x]/(fn), wobei p eine Primzahl ist und f ein
irreduzibles Polynom, sind artinsche lokale Ringe, deren maximales Ideal von einem
Element (nämlich dem Bild von p beziehungsweise f) erzeugt wird.
Beispiel 33.20. Im artinschen lokalen Ring K[x2, x3]/(x4) ist das maximale Ideal m von
den zwei Elementen x2 und x3 modulo x4 erzeugt. Damit ist m2 = (0), also dimK m/m2 =
2.

Teil IX.
Diskrete Bewertungsringe und
Dedekindsche Bereiche
34. Diskrete Bewertungsringe

34.1. Eindimensionale noethersche Integritätsbereiche
Proposition 34.1. Sei A ein eindimensionaler noetherscher Integritätsbereich. Dann
kann jedes Ideal a 6= (0) von A eindeutig als Produkt primärer Ideale mit paarweise
verschiedenen Wurzelidealen geschrieben werden.

Beweis. 1. Da A noethersch ist, existiert eine minimale Primärzerlegung a =
n⋂
i=1

qi.
Die pi := √qi sind Primideale ungleich dem Nullideal, welches selbst ein Primideal
ist. Wegen dimA = 1 sind die pi paarweise verschiedene maximale Ideale.

2. Es folgt, daß die qi paarweise koprim sind, also a = ⋂
i
qi = ∏

i
qi.

3. Ist umgekehrt a = ∏
i
qi mit pi-primären Idealen qi, so folgt analog a = ⋂

i
qi. Dies

ist eine minimale Primärzerlegung von a, in dem die qi isolierte Komponenten
sind.

Bemerkung 34.2. Ist A ein eindimensionaler noetherscher Integritätsbereich, in dem jedes
Primärideal Potenz eines Primideals ist, so folgt aus der Proposition, daß jedes nicht
verschwindende Ideal in A eine eindeutige Faktorisierung in Primideale besitzt. Für jedes
Primideal p 6= (0) besitzt der Halm Ap dann dieselben Eigenschaften, in Ap kann jedes
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nicht verschwindende Ideal also als eindeutige Potenz des maximalen Ideals geschrieben
werden.

34.2. Diskrete Bewertungsringe
Definition 34.3. Eine diskrete Bewertung auf einem Körper K ist eine surjektive Ab-
bildung ν : K � Z ∪ {∞} mit folgenden Eigenschaften:

1. ν(x) =∞ ⇐⇒ x = 0 für alle x ∈ K.

2. ν(xy) = ν(x) + ν(y) für alle x, y ∈ K.

3. ν(x+ y) ≥ min(ν(x), ν(y)) für alle x, y ∈ K.

Die Menge aller x ∈ K mit ν(x) ≥ 0 ist ein Unterring von K und heißt der Bewer-
tungsring von K (zu ν). Dieser ist in der Tat ein Bewertungsring.
Beispiel 34.4. Sei p eine Primzahl. Jedes x ∈ Q× kann eindeutig in der Form x = pay
geschrieben werden, wobei a ∈ Z ist und y ein Bruch ist, dessen Zähler und Nenner nicht
durch p teilbar sind. Durch die Setzung ν(x) := a wird eine diskrete Bewertung auf Q
definiert, deren Bewertungsring der lokale Ring Z(p) ist.
Beispiel 34.5. Seien F ein Körper und K := F (x) der Körper der rationalen Funktion
über F in x. Sei f ∈ F [x] ein irreduzibles Polynom. Jedes g ∈ K× kann eindeutig in der
Form g = fah geschrieben werden, wobei a ∈ Z ist und h ein Bruch ist, dessen Zähler
und Nenner nicht durch f teilbar sind. Durch die Setzung ν(g) := a wird eine diskrete
Bewertung auf K definiert, deren Bewertungsring der lokale Ring F [x](f) ist.

Definition 34.6. Ein Integritätsbereich A heißt diskreter Bewertungsring, falls A der
Bewertungsring einer diskreten Bewertung auf seinem Quotientenkörper K ist.

Ist A ein diskreter Bewertungsring zur Bewertung ν : K → Z ∪ {∞}, so ist A insbe-
sondere ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m := {x ∈ A | ν(x) > 0}.

Proposition 34.7. Sei A ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung ν : K → Z∪{∞}.
Seien x, y ∈ A. Dann gilt ν(x) = ν(y) genau dann, wenn (x) = (y).

Beweis. Aus ν(xy−1) = 0 folgt, daß xy−1 eine Einheit in A ist. Umgekehrt genauso.

Sei A ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung ν : K → Z ∪ {∞}.

Proposition 34.8. Jedes Ideal in A ist von der Form mk = {x ∈ A | ν(x) ≥ k} mit
k ∈ N0 ∪ {∞}.

Beweis. Zu einem Ideal a sei k := inf{ν(x) | x ∈ a}. Dann gilt a = mk, denn ist x ∈ a,
so ist auch y ∈ a, falls ν(y) ≥ ν(x).

Folgerung 34.9. Diskrete Bewertungsringe sind noethersche lokale Ringe.
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Beweis. Die einzigen Ideale in A bilden die absteigende Folge (1) = m0 ⊃ m1 ⊃ m2 ⊃
· · ·.

Proposition 34.10. Sei A ein diskreter Bewertungsring. Dann ist A ein eindimensio-
naler noetherscher lokaler Integritätsbereich, in dem jedes (nicht verschwindende) Ideal
eine Potenz des maximalen Ideals m ist.

Beweis. Da die Bewertung ν : K → Z∪{∞} von A surjektiv ist, existiert ein x ∈ m mit
ν(x) = 1. Damit ist m = (x), und alle weiteren Ideale sind von der Form mk = (xk) =
mk.

34.3. Charakterisierungen diskreter Bewertungsringe
Proposition 34.11. Sei (A,m, F ) ein eindimensionaler noetherscher lokaler Integri-
tätsbereich. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. A ist ein diskreter Bewertungsring.

2. A ist ganz abgeschlossen.

3. m ist ein Hauptideal.

4. dimF m/m2 = 1.

5. Jedes (nicht verschwindende) Ideal von A ist eine Potenz von m.

6. Es existiert ein x ∈ A, so daß jedes (nicht verschwindende) Ideal von der Form
(xk) mit k ≥ 0 ist.

Beweis. 1. Bewertungsringe sind ganz abgeschlossen.

2. Sei A ganz abgeschlossen. Sei a ∈ m \ {0}. Dann ist a := (a) ein m-primäres
Ideal (da m das einzige nicht verschwindende Primideal ist), also

√
(a) = m. Da

A noethersch ist, existiert ein n mit mn ⊂ a. Wir wählen n minimal. Wähle ein
b ∈ mn−1 mit b /∈ a. Sei x := a

b
. Damit ist x−1 /∈ A, also nicht ganz über A.

Damit ist x−1m ( m, denn sonst wäre m ein treuer A[x−1]-Modul, der endlich
erzeugt ist als A-Modul. Aber x−1m ⊂ A nach Konstruktion, also x−1m = A, also
m = Ax = (x). Damit ist m ein Hauptideal.

3. Sei m ein Hauptideal. Dann ist dimF m/m2 ≤ 1. Da m 6= m2, da dimA > 0 folgt
dimF m/m2 = 1.

Fortsetzung des Beweises. 1. Sei dimF m/m2 = 1. Sei a ein nicht verschwindendes
Ideal von A. Wir können uns auf den Fall a 6= (1) beschränken. Wir haben schon
gesehen, daß mn ⊂ a für ein n. Es ist A/mn ein lokaler artinscher Ring, dessen
Zariskischer Kotangentialraum höchstens eindimensional ist. Damit ist (A/mn)a
notwendigerweise eine Potenz von (A/mn)m, wie wir schon gezeigt haben. Folglich
ist a eine Potenz von m.
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2. Sei jedes nicht verschwindende Ideal von A eine Potenz von m. Da dimA > 0, ist
m 6= m2, also existiert ein x ∈ m \ m2. Nach Voraussetzung ist (x) = mr für ein
r ≥ 0, also r = 1. Damit ist (x) = m und (xk) = mk für alle k ≥ 0. Damit sind
alle nicht verschwindenden Ideale von der Form (xk).

Ende des Beweises. 1. Seien alle nicht verschwindenden Ideale von der Form (xk) mit
x ∈ A. Da m maximal ist, folgt m = (x). Da dimA > 0, damit (xk) 6= (xk+1).
Ist also a ∈ A \ {0}, so gilt (a) = (xk) für genau ein k ∈ N0. Durch die Setzung
ν(a) := k wird eine diskrete Bewertung auf dem Quotientenkörper von A mit
Bewertungsring A definiert. Folglich ist A ein diskreter Bewertungsring.

36. Dedekindsche Bereiche

36.1. Charakterisierung Dedekindscher Bereiche
Satz 36.1. Für einen eindimensionalen noetherschen Integritätsbereich A sind folgende
Aussagen äquivalent:

1. A ist ganz abgeschlossen.

2. Jedes Primärideal in A ist eine Potenz eines Primideals.

3. Für jedes Primideal p 6= (0) von A ist der Halm Ap ein diskreter Bewertungsring.

Erfüllt A die drei äquivalenten Aussagen des Satzes, so heißt A ein Dedekindscher
Bereich.

Beweis. 1. Daß ein Ring ganz abgeschlossen ist, ist eine lokale Eigenschaft. Damit
folgt die Äquivalenz der ersten mit der dritten Aussage aus den Charakterisierun-
gen diskreter Bewertungsringe.

2. Auch die zweite Aussage beschreibt eine lokale Eigenschaft, denn Primärideale und
Idealpotenzen verhalten sich gut unter Lokalisierung. Damit folgt die Äquivalenz
der zweiten mit der dritten Aussage ebenfalls aus den Charakterisierungen diskre-
ter Bewertungsringe, denn in noetherschen eindimensionalen lokalen Ringen sind
alle Ideale a 6= (0) Primärideale.

Folgerung 36.2. In einem Dedekindschen Bereich läßt sich jedes nicht verschwindende
Ideal als eindeutiges Produkt von Primidealen schreiben.

Beweis. 1. Jeder Dedekindsche Bereich ist ein eindimensionaler noetherscher Integri-
tätsbereich, in welchem sich jedes Ideal eindeutig als Produkt von Primäridealen
schreiben läßt.

2. Die Primärideale in einem Dedekindschen Bereich sind alle (eindeutige) Potenzen
von Primidealen.
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36.2. Beispiele Dedekindscher Bereiche
Beispiel 36.3. Sei A ein Hauptidealbereich, der kein Körper ist. Da jedes Ideal offen-
sichtlich endlich erzeugt ist, ist A ein noetherscher Ring. Da in Hauptidealbereichen
jedes nicht verschwindende Primideal maximal ist, gilt weiter dimA = 1. Ist p 6= (0)
ein Primideal, so ist Ap ein lokaler Hauptidealbereich, nach unseren Charakterisierungen
diskreter Bewertungsbereiche also ein solcher. Damit ist A ein Dedekindscher Bereich,
das heißt Hauptidealbereiche sind spezielle Dedekindsche Bereiche.
Satz 36.4. Sei K ein Zahlkörper, das heißt eine endliche Erweiterung von Q. Dann
ist der Ring A der ganzen Zahlen in K, das heißt der ganze Abschluß von Z in K, ein
Dedekindscher Bereich.
Beweis. 1. Da Q die Charakteristik 0 hat, ist K eine separable Erweiterung von Q.

Damit existiert eine Basis v1, . . . , vn von K über Q mit A ⊂ ∑
i
Zvi.

2. Damit ist A als Z-Modul endlich erzeugt, also noethersch. Als ganzer Abschluß in
K ist A selbst ganz abgeschlossen.

3. Es bleibt zu zeigen, daß jedes Primideal p 6= (0) von A maximal ist: Zunächst ist
Z ∩ p 6= (0), da A ganz über Z ist. Damit ist Z ∩ p maximal. Wieder weil A ganz
über Z ist, ist damit auch p maximal.

37. Gebrochene Ideale

37.1. Gebrochene Ideale
Sei A ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K.
Definition 37.1. Ein A-Untermodul r von K heißt gebrochenes Ideal von A, falls ein
x ∈ A \ {0} mit xr ⊂ A existiert.
Beispiel 37.2. Ein ganzes (d.h. gewöhnliches) Ideal in A ist insbesondere ein gebrochenes
Ideal.
Beispiel 37.3. Jedes u ∈ K definiert ein gebrochenes Ideal (u) := Au ⊂ K, ein gebroche-
nes Hauptideal von A.
Sei A ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K.

Proposition 37.4. Ist r ein endlich erzeugter A-Untermodul von K, so ist r ein gebro-
chenes Ideal.
Beweis. Ist r von x1, . . . , xn erzeugt, so können wir xi = yi

z
mit yi ∈ A mit einem z ∈ A

schreiben. Dann ist zr ⊂ A.
Proposition 37.5. Ist A noethersch, so ist jedes gebrochene Ideal r als A-Modul endlich
erzeugt.
Beweis. Ist x ∈ A \ {0}, so daß a := xr ein ganzes Ideal von A ist, so ist mit a auch
r = x−1a endlich erzeugt.
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37.2. Invertierbare Ideale
Definition 37.6. Sei A ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K. Ein A-
Untermodul r von K heißt invertierbares Ideal, falls ein A-Untermodul s mit rs = A
existiert.

Ist r ein A-Untermodul von K, so schreiben wir (1 : r) für den A-Modul derjenigen x ∈
K mit xr ⊂ A. (Diese Schreibweise möge nicht zur Verwechslung mit dem gewöhnlichen
Idealquotienten führen.)

Proposition 37.7. Sei A ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K. Ist dann r ein
invertierbares Ideal von K, so existiert genau ein A-Untermodul s mit rs = (1), nämlich
(1 : r).

In diesem Falle schreiben wir r−1 := (1 : r).

Beweis. Sei s mit rs = (1). Dann gilt s ⊂ (1 : r) = (1 : r)rs ⊂ s.

Proposition 37.8. Sei A ein Integritätsbereich. Jedes invertierbare Ideal r von A ist
als A-Modul endlich erzeugt, insbesondere also ein gebrochenes Ideal von A.

Beweis. 1. Aus rr−1 = (1) folgt die Existenz endlich vieler xi ∈ r, yi ∈ r−1 mit∑
i
xiyi = 1.

2. Für jedes x ∈ r gilt damit x = ∑
i

(yix)xi.

3. Wegen yix ∈ A wird r damit als A-Modul von x1, . . . , xn erzeugt.

Sei A ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K.
Beispiel 37.9. Ist u ∈ K×, so ist das Hauptideal (u) ein invertierbares Ideal mit (u)−1 =
(u−1).
Bemerkung 37.10. Bezüglich der Idealmultiplikation bilden die invertierbaren Ideale eine
Gruppe, deren neutrales Element durch (1) gegeben ist.

Proposition 37.11. Sei A ein Integritätsbereich. Für ein gebrochenes Ideal r von A
sind dann folgende Aussagen äquivalent:

1. Es ist r invertierbar.

2. Es ist r endlich erzeugt, und für alle Primideale p von A ist rp ein invertierbares
Ideal von Ap.

3. Es ist r endlich erzeugt, und für alle maximalen Ideale m von A ist rm ein inver-
tierbares Ideal von Am.

Beweis. 1. Es ist Ap = (r · (1 : r))p = rp · (1 : rp), da r als invertierbares Ideal endlich
erzeugt ist. Damit folgt die zweite aus der ersten Aussage.
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2. Die dritte Aussage folgt trivialerweise aus der zweiten Aussage.

3. Um aus der dritten Aussage, die erste zu folgern, betrachten wir a = r · (1 : r),
ein ganzes Ideal. Für jedes maximale Ideal m haben wir am = rm · (1 : rm) = Am,
wenn r endlich erzeugt und rm invertierbar ist. Damit ist a = (1) und damit r
invertierbar.

37.3. Gebrochene Ideale in Dedekindschen Bereichen
Proposition 37.12. Ein lokaler Integritätsbereich A, welcher kein Körper ist, ist genau
dann ein diskreter Bewertungsring, wenn jedes nicht verschwindende gebrochene Ideal
von A invertierbar ist.

Beweis. Sei zunächst A ein diskreter Bewertungsring. Sei x ein Erzeuger des maximalen
Ideals von A. Sei r 6= (0) ein gebrochenes Ideal. Dann existiert ein y ∈ A mit yr ⊂ A,
also ist yr = (xr) für ein r ∈ N0. Damit folgt r = (xr−s), wenn (y) = (xs). Also ist r
invertierbar.

Fortsetzung des Beweises. 1. Sei umgekehrt jedes nicht verschwindende gebrochene
Ideal invertierbar. Damit ist insbesondere jedes nicht triviale ganze Ideal invertier-
bar, also auch endlich erzeugt, also ist A noethersch.

2. Damit reicht es zu zeigen, daß jedes nicht verschwindende Ideal eine Potenz des
maximalen Ideals m ist. Angenommen, dies ist falsch. Dann existiert ein maximales
nicht verschwindendes Ideal a, welches keine Potenz von m ist.

3. Da a ⊂ m ist m−1a ein ganzes Ideal mit m−1a ⊃ a.

4. Wäre m−1a = a, dann auch a = ma, also a = 0 nach dem Nakayamaschen Lemma.

5. Daher ist m−1a ) a, also ist m−1a aufgrund der Maximalität von a eine Potenz
von m, also auch a. Widerspruch.

Satz 37.13. Ein Integritätsbereich A, welcher kein Körper ist, ist genau dann ein De-
dekindscher Bereich, wenn jedes nicht verschwindende gebrochene Ideal invertierbar ist.

Beweis. 1. Sei A ein Dedekindscher Bereich. Ist r 6= (0) ein gebrochenes Ideal, so ist
r endlich erzeugt, da A noethersch ist. Für jedes Primideal p 6= (0) ist rp 6= (0) ein
gebrochenes, also invertierbares Ideal im diskreten Bewertungsring Ap. Damit ist
r invertierbar.

2. Sei umgekehrt jedes nicht verschwindende gebrochene Ideal invertierbar. Wie im
letzten Beweis folgt, daß A noethersch ist. Damit reicht es zu zeigen, daß Ap für
alle Primideal p 6= (0) ein diskreter Bewertungsring ist. Dazu reicht es zu zeigen,
daß jedes (ganze) Ideal b 6= (0) in Ap invertierbar ist.

3. Es ist aber a = A ∩ b invertierbar, und damit auch b = ap.
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37.4. Anmerkungen zur Idealklassengruppe
Folgerung 37.14. In einem Dedekindschen Bereich A bilden die nicht verschwindenden
gebrochenen Ideale eine Gruppe bezüglich der Multiplikation, die Idealgruppe von A.

Bemerkung 37.15. In diesem Zusammenhang können wir den Satz über die eindeutige
Faktorisierbarkeit von nicht verschwindenden Idealen in Dedekindschen Bereichen in
Primideale auch so formulieren: Die Idealgruppe eines Dedekindschen Bereiches ist eine
freie abelsche Gruppe, welche durch die nicht verschwindenden Primideale von A erzeugt
wird.
Sei A ein Dedekindscher Bereich mit Quotientenkörper K, dessen Idealgruppe I(A)

sei. Wir haben einen Gruppenhomomorphismus K× → I(A), u 7→ (u), dessen Bild die
gebrochenen Hauptideale sind.

Definition 37.16. Die Faktorgruppe C(A) := I(A)/K× heißt die Idealklassengruppe
von A.

Bemerkung 37.17. Im Kern von K× → I(A) liegen genau die u ∈ K× mit (u) = (1), also
die Einheiten u ∈ A×. Wir erhalten damit eine exakte Sequenz

1→ A× → K× → I(A)→ C(A)→ 1

(multiplikativ geschriebener) abelscher Gruppen.
Seien K ein Zahlkörper und A sein Ring ganzer Zahlen, ein Dedekindscher Bereich.

Bemerkung 37.18. In der algebraischen Zahlentheorie wird gezeigt, daß C(A) eine end-
liche Gruppe ist, ihre Ordnung heißt die Klassenzahl von K. Es ist genau dann
[C(A) : 1] = 1, wenn jedes invertierbare Ideal in A ein gebrochenes Hauptideal ist.
Und dies ist genau dann der Fall, wenn A ein faktorieller Ring ist.
Bemerkung 37.19. Es ist A× eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Die Elemente end-
licher Ordnung sind gerade die Einheitswurzeln µ(K) von K. Der Rang der freien abel-
schen Gruppe A×/µ(K) ist r1 + r2 − 1, wobei r1 die Anzahl der reellen und 2r2 die
Anzahl der echt komplexen Einbettungen von K in C ist.
Beispiel 37.20. Der Zahlkörper Q(

√
−1) besitzt nur zwei echt komplexe Einbettungen.

Sein Ring Z[i] ganzer Zahlen besitzt damit nur endlich viele Einheiten, nämlich alle
Einheitswurzeln: ±1,±i.
Beispiel 37.21. Der Zahlkörper Q(

√
2) besitzt nur zwei reelle Einbettungen. Sein Ring

Z[
√

2] ganzer Zahlen hat damit unendlich viele Einheiten, und zwar ±(1 +
√

2)n mit
n ∈ Z.

95



Teil X.
Vervollständigungen
38. Vervollständigungen I

38.1. Topologische Gruppen
Definition 38.1. Sei G eine (additiv geschriebene) Gruppe, deren zugrundeliegende
Menge von Elementen ein topologischer Raum ist. Dann heißt G eine topologische Grup-
pe, falls die Addition G × G → G, (g, h) 7→ g + h und die Negation G → G, g 7→ −g
stetige Abbildungen sind.

Beispiel 38.2. Jede Gruppe ist bezüglich der diskreten Topologie eine topologische.

Proposition 38.3. Sei G eine topologische Gruppe, so daß {0} ⊂ G abgeschlossen ist.
Dann ist G hausdorffsch.

Beweis. Die Diagonale {(g, g) | g ∈ G} ⊂ G×G ist als Urbild von {0} unter der stetigen
Abbildung G×G→ G, (x, y) 7→ x− y abgeschlossen.

Beispiel 38.4. Sei H eine Untergruppe einer topologischen Gruppe G. Dann ist H mit
der Teilraumtopologie eine topologische Gruppe.
Beispiel 38.5. Seien G ein topologische Gruppe und N ein Normalteiler in G. Versehen
mit der Quotiententopologie ist G/N eine topologische Gruppe.
Bemerkung 38.6. Sei G eine topologische Gruppe. Für jedes a ∈ G ist die Verschiebung
τa : G → G, g 7→ a + g eine stetige Abbildung mit Inverse τ−a. Damit ist τa ein Ho-
möomorphismus. Ist also U ⊂ G eine offene Umgebung von 0, so ist a + U eine offene
Umgebung von a. Umgekehrt ist jede offene Umgebung von a von dieser Form. Damit
definieren die offenen Umgebungen um 0 die Topologie auf G.

Hilfssatz 38.7. Sei G eine topologische Gruppe. Sei H der Schnitt aller (offenen) Um-
gebungen U von 0 in G. Dann gilt:

1. Es ist H ein Normalteiler in G.

2. Es ist H der topologische Abschluß von {0}.

3. Die Faktorgruppe G/H ist hausdorffsch.

4. Es ist G genau dann hausdorffsch, wenn H = 0.

Beweis. 1. Aus der Stetigkeit der Gruppenoperationen folgt, daß H ein Normalteiler
ist.

2. Es ist ±x ∈ H genau dann, wenn 0 ∈ ∓x+ U für alle U , wenn also ∓x ∈ {0}.
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3. Damit sind insbesondere auch die Nebenklassen von H abgeschlossen, also sind
Punkte in G/H abgeschlossen, also ist G/H hausdorffsch.

4. Schließlich ist G ∼= G/H, wenn H = 0 ist, insbesondere also hausdorffsch. Umge-
kehrt folgt aus G hausdorffsch, daß H = 0, da {0} dann abgeschlossen ist.

38.2. Vervollständigungen topologischer Gruppen
Der Einfachheit halber setzen ab sofort voraus, daß alle unsere topologischen Gruppen
G das erste Abzählbarkeitsaxiom erfüllen, daß also eine Folge U0 ⊃ U1 ⊃ · · · von Um-
gebungen von 0 ∈ G existiert, so daß für jede Umgebung U von 0 gilt, daß Un ⊂ U für
n� 0. Eine solche Folge heißt Umgebungsbasis von 0.

Definition 38.8. Sei G eine topologische Gruppe. Eine Cauchy-Folge (gn)n∈N0 in G ist
eine Folge von Elementen in G, so daß für alle (offenen) Umgebungen U von 0 ∈ G ein
N ∈ N0 mit gn − gm ∈ U für n,m ≥ N existiert.

Sei G eine topologische Gruppe.

Definition 38.9. Zwei Cauchy-Folgen (gn), (hn) in G heißen äquivalent, wenn lim
n→∞

(gn−
hn) = 0.

Mit Ĝ bezeichnen wir die Menge aller Äquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in G.
Sind (gn), (hn) beliebige Cauchy-Folgen, so ist auch (gn + hn) eine Cauchy-Folge, deren
Äquivalenzklasse nur von den Klassen von (gn) und (hn) abhängt. Dies definiert eine
Addition auf Ĝ, welche Ĝ eindeutig zu einer Gruppe macht.

Definition 38.10. Die Gruppe Ĝ heißt die Vervollständigung von G.

Bemerkung 38.11. Ist G abelsch, so auch Ĝ.
Sei G eine topologische Gruppe.

Bemerkung 38.12. Für jede offene Umgebung U von 0 ∈ G definieren wir Û ⊂ Ĝ als die
Menge der Äquivalenzklassen von Cauchy-Folgen (gn) in G mit gn ∈ U für n� 0. Alle
Teilmengen der Form a+ Û mit a ∈ Ĝ bilden dann die Basis einer Topologie auf Ĝ. Mit
dieser Definition wird Ĝ zu einer topologischen Gruppe.
Ist U eine mit der Teilraumtopologie versehene Untergruppe, so stimmt Û mit der

Vervollständigung von U überein.
Beispiel 38.13. Betrachten wir Q mit der gewöhnlichen Topologie als topologische Grup-
pe, so ist Q̂ = R.
Sei G eine topologische Gruppe. Jedes Element g ∈ G definiert die konstante Cauchy-

Folge (g)n∈N0 . Dies definiert eine kanonische Abbildung φ : G→ Ĝ, welche ein Gruppen-
homomorphismus ist.
Beispiel 38.14. Die kanonische Abbildung G→ Ĝ ist stetig, und ihr Bild ist dicht in Ĝ.
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Proposition 38.15. Es ist kerφ = {0}, und damit ist φ genau dann injektiv, wenn G
hausdorffsch ist.

Beweis. Es ist g ∈ kerφ, wenn g = lim
n
g = 0, wenn also g ∈ {0}.

Sei φ : G → H ein stetiger Homomorphismus topologischer Gruppen. Ist dann (gn)
eine Cauchy-Folge in G, so ist φ(gn) eine Cauchy-Folge in H, deren Äquivalenzklasse
nur von der Klasse von (gn) abhängt. Damit definiert φ eine kanonische Abbildung
φ̂ : Ĝ→ Ĥ.

Proposition 38.16. Es ist φ̂ : Ĝ → Ĥ ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Ist
ψ : H → K ein weiterer stetiger Homomorphismus topologischer Gruppen, so ist
ψ̂ ◦ φ = ψ̂ ◦ φ̂ : Ĝ→ K̂.

38.3. Inverse Limiten
Definition 38.17. Eine Sequenz von Gruppen und Gruppenhomomorphismen der Form
· · · θ3−→ A2

θ2−→ A1
θ1−→ A0 heißt ein inverses System (von Gruppen).

Beispiel 38.18. Sei p ein Primzahl. Dann ist · · · → Z/(p2) � Z/(p) � 0, wobei die
Abbildungen die kanonischen sind, ein inverses System abelscher Gruppen.

Definition 38.19. Sei A• : · · ·
θ2−→ A1

θ1−→ A0 ein inverses System von Gruppen. Eine
Folge (ξn)n∈N0 von Elementen ξn ∈ An heißt kohärent (in A•), wenn θn(ξn) = ξn−1 für
alle n ∈ N.

Die Menge der kohärenten Systeme bezeichnen wir mit lim←−
n

An.

Sei A• : · · · → A1 → A0 ein inverses System von Gruppen. Sind (ξn), (ηn) zwei ko-
härente Folgen, so ist auch (ξn) + (ηn) := (ξn + ηn) eine kohärente Folge. Dies definiert
eine Addition auf der Menge lim←−

n

An der kohärenten Folgen. Mit dieser Definition wird

lim←−
n

An zu einer Gruppe.

Definition 38.20. Die Gruppe lim←−
n

An heißt der inverse Limes des Systems A•.

Die kanonischen Abbildungen lim←−
n

An → Ai, (ξn) 7→ ξi sind für alle i Gruppenhomo-

morphismen.
Bemerkung 38.21. Sind die An abelsche Gruppen, so ist auch lim←−

n

An abelsch.

Bemerkung 38.22. Sei · · · → A1 → A0 ein inverses System topologischer Gruppen, das
heißt die Ai sind topologische Gruppen und die Homomorphismen An → An−1 sind
außerdem stetig. Die Menge ∏

n
An aller Folgen versehen wir mit der Produkttopologie.

Damit können wir der Menge lim←−
n

An ⊂
∏
n
An der kohärenten Folgen die Teilraumtopo-

logie geben. Mit dieser Setzung wird lim←−
n

An zu einer topologischen Gruppe.
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Beispiel 38.23. Ist · · · → A1 → A0 ein inverses System von Gruppen, so fassen wir es als
System topologischer Gruppen auf, indem die An mit der diskreten Topologie versehen
werden. Die Topologie des inversen Limes lim←−

n

An ist i.a. nicht diskret.

38.4. Topologische Gruppen mit neutralen Umgebungsbasen
aus Normalteilern

Proposition 38.24. Sei G eine topologische Gruppe. Sei G0 ⊃ G1 ⊃ · · · eine Umge-
bungsbasis von 0 aus Normalteilern. Dann sind die Gn sowohl offen als auch abgeschlos-
sen in G.

Beweis. 1. Ist g ∈ Gn, so ist g + Gn eine Umgebung von g. Da g + Gn ⊂ Gn folgt,
daß Gn offen ist.

2. Damit ist auch ⋃
h/∈Gn

(h+Gn) offen. Das Komplement, nämlich Gn, ist damit abge-
schlossen.

Beispiel 38.25. Sei G eine Gruppe. Sei G0 ⊃ G1 ⊃ · · · eine Folge von Normalteilern in G.
Dann gibt es genau eine Topologie auf G, so daß G0 ⊃ G1 ⊃ · · · eine Umgebungsbasis
von 0 ist und mit der G zu einer topologischen Gruppe wird.
Beispiel 38.26. Für jede Primzahl p wird Z mit der Umgebungsbasis (1) ⊃ (p) ⊃ (p2) ⊃
· · · zu einer topologischen Gruppe. Die zugehörige Topologie nennen wir die p-adische
Topologie auf Z.

1. Sei G eine topologische Gruppe mit einer Umgebungsbasis G0 ⊃ G1 ⊃ · · · von 0
aus Normalteilern. Wir setzen An := G/Gn für alle n ∈ N0.

2. Vermöge der kanonischen Homomorphismen An = G/Gn � An−1 = G/Gn−1 wird
A• : · · · → A2 → A1 → A0 zu einem inversen System topologischer Gruppen.

3. Ist dann (xν) eine Cauchy-Folge in G, so hängt die Äquivalenzklasse ξn ∈ An von
xν modulo Gn für ν � 0 nicht von ν ab.

4. Die Folge (ξn) ist offensichtlich eine kohärente Folge in A•. Wir erhalten also eine
kanonische Abbildung Ĝ→ lim←−

n

An, [xν ] 7→ (ξn), welche ein Gruppenhomomorphis-
mus ist.

Proposition 38.27. Sei G eine topologische Gruppe mit einer Umgebungsbasis G0 ⊃
G1 ⊃ · · ·. Der kanonische Gruppenhomomorphismus Ĝ→ lim←−

n

G/Gn ist ein Isomorphis-

mus topologischer Gruppen, das heißt ein Gruppenisomorphismus, welcher gleichzeitig
ein Homöomorphismus ist.

Beweis. Wir geben die Umkehrabbildung an: Ist (ξn) ∈ lim←−
n

G/Gn eine kohärente Folge,

so definieren wir (xν), indem wir für jedes ν ein xν mit ξν = xν +Gν wählen.
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39. Vervollständigungen II

39.1. Exaktheitseigenschaften inverser Limiten
Definition 39.1. Ein inverses System · · · → A1 → A0 von Gruppen heißt surjektives
System, falls die Gruppenhomomorphismen An → An−1 surjektiv sind.

Beispiel 39.2. Sei G eine topologische Gruppe mit einer Umgebungsbasis G0 ⊃ G1 ⊃ · · ·
von 0 aus Normalteilern. Dann ist das inverse System · · · → G/Gn → · · · → G/G1 →
G/G0 ein surjektives.

Definition 39.3. Seien A• : · · ·
α1−→ A1

α0−→ A0 und B• : · · ·
β1−→ B1

β0−→ B0 inverse
Systeme topologischer Gruppen. Eine Familie (φn : An → Bn)n stetiger Gruppenhomo-
morphismen ist ein Homomorphismus inverser Systeme, wenn βn◦φn = φn−1◦αn : An →
Bn−1 für alle n ≥ 1.

Beispiel 39.4. Sind φ• : A• → B• und ψ• : B• → C• zwei Homomorphismen inverser Sy-
steme, so ist ihre Verknüpfung ψ•◦φ• := (ψn◦φn) : A• → C• wieder ein Homomorphismus
inverser Systeme.
Beispiel 39.5. Ist A• ein inverses System, so ist idA• := (idAn) : A• → A• ein Homomor-
phismus inverser Systeme.
Sei φ• : A• → B• ein Homomorphismus inverser Systeme. Dann definiert

lim←−
n

φn : lim←−
n

An → lim←−
n

Bn, (ξn)n 7→ (φn(ξn))n

einen stetigen Gruppenhomomorphismus.
Beispiel 39.6. Ist ψ• : B• → C• ein weiterer Homomorphismus inverser Systeme, so ist
(lim←−
n

ψn) ◦ (lim←−
n

φn) = lim←−
n

(ψn ◦ φn) : lim←−
n

An → lim←−
n

Cn.

Beispiel 39.7. Es ist lim←−
n

idAn = idlim←−An .

Definition 39.8. Eine Sequenz · · · → Ai−1
•

φi−1
•−−→ Ai•

φi
•−→ Ai+1

• → · · · inverser Systeme
abelscher Gruppen Ai• heißt exakt bei Ai•, falls die induzierten Sequenzen Ai−1

n

φi−1
n−−→

Ain
φi

n−→ Ai+1
n → · · · für alle n ∈ N0 exakt sind.

Den Begriff der kurzen exakten Sequenz inverser Systeme abelscher Gruppen definie-
ren wir auf die offensichtliche Art und Weise.

Bemerkung 39.9. Ist · · · → Ai−1
•

φi−1
•−−→ Ai•

φi
•−→ Ai+1

• → · · · eine exakte Sequenz inverser
Systeme abelscher Gruppen, so ist die induzierte Sequenz · · · → lim←−

n

Ai−1
n → lim←−

n

Ain →

lim←−
n

Ai+1
n → · · · abelscher Gruppen im allgemeinen nicht mehr exakt.
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Proposition 39.10. Sei 0→ A• → B• → C• → 0 eine exakte Sequenz inverser Systeme
abelscher Gruppen. Dann ist die induzierte Sequenz 0 → lim←−

n

An → lim←−
n

Bn → lim←−
n

Cn

exakt.

Beweis. 1. Sei A• : · · ·
α2−→ A1

α1−→ A0. Sei A := ∏
n
An. Setze dA : A → A, (an)n 7→

(an − αn+1(an+1))n. Dann ist ker dA = lim←−
n

An.

2. Definiere B,C und dB, dC analog. Dann ist

0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0

dA

y dB

y dC

y
0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0

ein kommutatives Diagram mit exakten Reihen.

3. Nach dem Schlangenlemma ist 0 → ker dA → ker dB → ker dC → lim←−
n

1An mit

lim←−
n

1An := coker dA exakt.

Proposition 39.11. Sei 0→ A• → B• → C• → 0 eine exakte Sequenz inverser Systeme
abelscher Gruppen. Sei weiter A• ein surjektives System. Dann ist die induzierte Sequenz
0→ lim←−

n

An → lim←−
n

Bn → lim←−
n

Cn → 0 exakt.

Beweis. Sei A• : · · ·
α2−→ A1

α1−→ A0. Es ist zu zeigen, daß lim←−
n

1An = 0, daß also dA

surjektiv ist. Dies folgt aus der Tatsache, daß sich die Gleichungen ηn−αn+1(ηn+1) = ξn
induktiv für ηn ∈ An lösen lassen, wenn die ξn ∈ A gegeben sind.

39.2. Vollständige topologische Gruppen
Folgerung 39.12. Sei 0→ G′

ι−→ G
π−→ G′′ → 0 eine exakte Sequenz abelscher Gruppen.

Definiere eine Folge G0 ⊃ G1 ⊃ · · · von Untergruppen von G eine Topologie auf G.
Versehen wir G′ und G′′ mit den durch die Folgen ι−1G0 ⊃ ι−1G1 ⊃ · · · bzw. π(G0) ⊃
π(G1) ⊃ · · · definierten Topologien, so ist die induzierte Sequenz 0→ Ĝ′ → Ĝ→ Ĝ′′ → 0
exakt.

Beweis. Die Sequenzen 0 → G′/ι−1(Gn) → G/Gn → G/π(Gn) → 0 sind exakt und
bilden eine exakte Sequenz surjektiver Systeme. Damit ist ihr inverser Limes 0→ Ĝ′ →
Ĝ→ Ĝ′′ → 0 exakt.

Folgerung 39.13. Sei G eine abelsche topologische Gruppe. Sei G0 ⊃ G1 ⊃ · · · eine
Umgebungsbasis von 0 aus Untergruppen. Für jedes n induziert der kanonische Homo-
morphismus G→ Ĝ dann einen Isomorphismus G/Gn → Ĝ/Ĝn.
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Beweis. Es ist 0 → Gn → G → G/Gn → 0 eine exakte Sequenz. Versehen wir Gn mit
der Teilraumtopologie und G/Gn mit der diskreten Topologie, können wir die vorherige
Proposition anwenden und erhalten die exakte Sequenz 0 → Ĝn → Ĝ → Ĝ/Gn =
G/Gn → 0.

Definition 39.14. Eine topologische Gruppe heißt vollständig, wenn der kanonische
Homomorphismus G→ Ĝ ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 39.15. Eine vollständige topologische Gruppe ist also insbesondere haus-
dorffsch.

Proposition 39.16. Sei G eine abelsche topologische Gruppe. Sei G0 ⊃ G1 ⊃ · · · eine
Umgebungsbasis von 0 aus Untergruppen. Dann ist die Vervollständigung Ĝ vollständig.

Beweis. Es ist Ĝ ∼= lim←−
n

G/Gn
∼= lim←−

n

Ĝ/Ĝn
∼= ˆ̂
G.

39.3. Topologische Ringe und Moduln
Definition 39.17. Ein topologischer Ring ist ein Ring A, dessen additive Gruppe eine
topologische Gruppe ist, so daß die Multiplikation A× A→ A, (x, y) 7→ xy eine stetige
Abbildung ist.

Beispiel 39.18. Sei a ein Ideal eines Ringes A. Dann gibt es genau eine Topologie auf
der additiven Gruppe von A, so daß (1) ⊃ a ⊃ a2 ⊃ · · · zu einer Umgebungsbasis von 0
wird, die a-adische Topologie. Da die an Ideale sind, läßt sich zeigen, daß A damit zu
einem topologischen Ring wird.
Bemerkung 39.19. Die Vervollständigung Â eines topologischen Ringes A als topolo-
gische Gruppe ist wieder in kanonischer Weise ein Ring. Außerdem ist die kanonische
Abbildung A→ Â ein stetiger Ringhomomorphismus.
Sei a ein Ideal eines Ringes A. Wir versehen A mit der a-adischen Topologie.

Beispiel 39.20. Es ist A genau dann hausdorffsch, wenn ⋂
n
an = (0).

Mit Â = Âa bezeichnen wir die Vervollständigung von A.

Definition 39.21. Der Ring Âa heißt die a-adische Vervollständigung von A.

Sei A ein topologischer Ring.

Definition 39.22. Ein topologischer A-Modul M ist ein A-Modul M , dessen additive
Gruppe eine topologische Gruppe ist, so daß die Multiplikation A×M →M, (a, x) 7→ ax
eine stetige Abbildung ist.

Bemerkung 39.23. Die Vervollständigung M̂ eines topologischen A-Moduls M als to-
pologische Gruppe ist in kanonischer Weise ein Â-Modul. Außerdem ist die kanonische
Abbildung M → M̂ ein stetiger Homomorphismus M → M̂A von A-Moduln.
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Sei a ein Ideal eines Ringes A. Sei M ein A-Modul.
Beispiel 39.24. Sei a ein Ideal eines Ringes A. Sei M ein A-Modul. Dann gibt es genau
eine Topologie auf der additiven Gruppe von M , so daß M ⊃ aM ⊃ a2M ⊃ · · · zu einer
Umgebungsbasis von 0 wird, die a-adische Topologie. In der Tat wirdM damit zu einem
topologischen A-Modul, wenn A mit der a-adischen Topologie versehen wird.
Wir versehen A und M mit der a-adischen Topologie. Mit M̂ = M̂a bezeichnen wir

die Vervollständigung von M .
Definition 39.25. Der Âa-Modul M̂a heißt die a-adische Vervollständigung von M .
Sei a ein Ideal eines Ringes A. Sei φ : M → N ein Homomorphismus von A-Moduln.

Dann gilt φ(anM) ⊂ anφ(M) ⊂ anN , es ist φ damit stetig bezüglich der a-adischen
Topologien auf M und N . Damit definiert φ eine Abbildung φ̂ = φ̂a : M̂a → N̂a.
Proposition 39.26. Die Abbildung φ̂a : M̂a → N̂a ist ein stetiger Homomorphismus
topologischer Âa-Moduln.
Beispiel 39.27. Sei K ein Körper. Vervollständigen wir K[x] bezüglich der (x)-adischen
Topologie, so erhalten wir K̂[x](x) = KJxK den Potenzreihenring über K als Vervollstän-
digung.
Beispiel 39.28. Sei p eine Primzahl. Die Vervollständigung Zp := Ẑ(p) heißt der Ring
der p-adischen Zahlen. Elemente in Z können wir als Reihen ∑∞n=0 anp

n mit 0 ≤ an < p
darstellen. Es gilt lim

n
pn = 0 in diesem Ring.

40. Filtrationen

40.1. Filtrationen
Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul.
Definition 40.1. 1. Eine (unendliche) Folge M• : M = M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃ · · · von

Untermoduln von M heißt eine Filtration von M .

2. Sei a ein Ideal von A. Die Filtration M• heißt eine a-Filtration, falls aMn ⊂Mn+1
für alle n.

3. Eine a-Filtration M• heißt stabil, falls aMn = Mn+1 für n� 0.
Beispiel 40.2. Für jedes Ideal a von A istM ⊃ aM ⊃ a2M ⊃ · · · eine stabile a-Filtration
von M , die a-adische Filtration von M .
Hilfssatz 40.3. Sei a ein Ideal eines Ringes A. Sei M ein A-Modul. Je zwei stabile
a-adische Filtrationen M• und M ′

• von M haben eine beschränkte Differenz, das heißt es
existiert ein n0 ∈ N0 mit Mn+n0 ⊂M ′

n und M ′
n+n0 ⊂Mn für alle n ≥ 0.

Damit sind zwei stabile a-adische Filtrationen Umgebungsbasen von 0 ein- und der-
selben Topologie auf M .

Beweis. Für n0 � 0 gilt M ′
n+n0 = anM ′

n0 ⊂ anM = anM0 ⊂ an−1M1 ⊂ · · · ⊂Mn.

103



41. Gewichtete Ringe und Moduln I

41.1. Definition gewichteter Ringe und Moduln
Definition 41.1. Ein gewichteter Ring ist ein Ring A zusammen mit einer Familie
(An)n∈N0 von Untergruppen der additiven Gruppe von A, so daß ⊕

n∈N0
An → A, (an) 7→∑

n
an ein Gruppenisomorphismus ist und AmAn ⊂ An+m für alle m,n ∈ N0.

Aus der Definition folgt insbesondere, daß A0 ein Unterring von A ist und daß jedes
An ein A0-Modul ist.
Beispiel 41.2. Sei K ein Körper. Sei A := K[X1, . . . , Xr] der Polynomring in r Variablen.
Für alle n ∈ N0 sei An die Untergruppe der homogenen Polynome vom Grad n (inklusive
des Nullpolynoms). Mit dieser Setzung wird A zu einem kommutativen gewichteten
Ring.
Sei A ein gewichteter Ring. Die Menge A+ := ∑

n>0
An ist ein Ideal von A.

Notation 41.3. Wir nennen A+ das irrelevante Ideal von A.

Proposition 41.4. Es ist A0 → A/A+, x 7→ [x]A+ ein Ringisomorphismus.

Definition 41.5. Sei A ein gewichteter Ring. Ein gewichteter A-Modul ist ein A-Modul
M zusammen mit einer Familie (Mn)n∈N0 von Untergruppen der additiven Gruppe von
M , so daß ⊕

n
Mn → M, (mn) 7→ ∑

n
mn ein Gruppenisomorphismus ist und AmMn ⊂

Mm+n für alle m,n ∈ N0.

Aus der Definition folgt insbesondere, daß jedes Mn ein A0-Modul ist.

Definition 41.6. Sei A ein gewichteter Ring. Sei M ein gewichteter A-Modul. Sei n ∈
N0. Ein Element x ∈M heißt homogen vom Gewicht n, falls x ∈Mn.

Offensichtlich kann jedes Element x ∈M eindeutig als Summe x = ∑
n
xn geschrieben

werden, wobei die xn jeweils homogen vom Gewicht n sind und fast alle xn verschwinden
(d.h. die Summe ist endlich). Die nicht verschwindenden xn heißen die homogenen
Komponenten von x.

Definition 41.7. Sei A ein gewichteter Ring. SeienM,N zwei gewichtete A-Moduln. Ein
Homomorphismus φ : M → N gewichteter A-Moduln ist ein Homomorphismus φ : M →
N von A-Moduln mit φ(Mn) ⊂ Nn für alle n ∈ N0.

Proposition 41.8. Ein kommutativer gewichteter Ring ist genau dann noethersch, wenn
A0 noethersch ist und A als A0-Algebra endlich erzeugt ist.

Beweis. 1. Ist A0 noethersch und A als A0-Algebra endlich erzeugt, so ist A nach
dem Hilbertschen Basissatz noethersch.
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2. Sei umgekehrt A noethersch. Damit ist A0 ∼= A/A+ als Quotient ebenfalls
noethersch. Es bleibt, endlich viele Erzeuger von A als A0-Algebra zu finden. Zu-
nächst ist A+ als Ideal von A endlich erzeugt, etwa von x1, . . . , xr. Ohne Einschrän-
kung seien die xi jeweils homogen von den Gewichten di > 0.

3. Sei A′ die von den xi über A0 erzeugte Unteralgebra von A. Wir zeigen per Induk-
tion, daß An ⊂ A′ für alle n. Wir können n > 0 annehmen. Sei y ∈ An.

4. Da y ∈ A+, existieren homogene ai ∈ A mit y = ∑
i
aixi. Die Gewichte der ai sind

echt kleiner als n. Nach Induktionsvoraussetzung ist daher ai ∈ A′ und damit auch
y ∈ A′.

41.2. Reessche Ringe und Moduln
Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Mit Ra(t) = Ra(A, t) bezeichnen wir die
Teilmenge aller derjenigen Polynome antn+an−1t

n−1 + · · ·+a0 ∈ A[t] mit ai ∈ ai. Durch
die Setzung Ra(t)n = antn wird Ra(t) zu einem kommutativen gewichteten Ring.

Definition 41.9. Der gewichtete Ring Ra(A, t) heißt der Reessche Ring von A bezüglich
a.

Proposition 41.10. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Ist A noethersch,
so ist auch der Reessche Ring Ra(A, t) noethersch.

Beweis. 1. Ist A noethersch, so ist insbesondere das Ideal a endlich erzeugt, etwa von
x1, . . . , xr.

2. Damit ist Ra(t) als A-Algebra von x1t, . . . , xrt erzeugt. Nach dem Hilbertschen
Basissatz ist Ra(t) damit auch noethersch.

Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. SeiM ein A-Modul zusammen mit einer
a-Filtrierung M• : M = M0 ⊃ M1 ⊃ · · ·. Mit R(M•, t) bezeichnen wir die Teilmenge
aller derjenigen Polynome mnt

n +mn−1t
n−1 + · · ·+m0 ∈M [t] mit mi ∈Mi. Durch die

Setzung R(M•, t)n := Mnt
n wird R(M•, t) wegen amMn ⊂ Mm+n zu einem gewichteten

Ra(A, t)-Modul.

Definition 41.11. Der Ra(A, t)-Modul R(M•, t) heißt der Reessche Modul zur Filtration
M•.

Notation 41.12. Im Falle der a-adischen FiltrierungMn = anM schreiben wir Ra(M, t) =
R(M•, t).

Proposition 41.13. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring A. SeiM
ein endlich erzeugter A-Modul zusammen mit einer a-Filtration M•. Dann ist R(M•, t)
genau dann ein endlich erzeugter Ra(A, t)-Modul, wenn die Filtration M• stabil ist.
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Beweis. 1. Die A-Moduln Mn sind endlich erzeugt. Damit ist auch Qn :=
n∑
r=0

Mrt
r ⊂

R(M•, t) ein endlich erzeugter A-Modul.

2. Der von Qn in R(M•, t) erzeugte Ra(t)-Untermodul Q∗n ist damit als Ra(t)-Modul
endlich erzeugt. Es ist R(M•, t) = ∑

n
Q∗n.

3. Da Ra(t) noethersch ist, ist R(M•, t) genau dann als Ra(t)-Modul endlich erzeugt,
wenn R(M•, t) = Q∗n0 für ein n0 ∈ N0, wenn also Mn0+n = anMn0 für alle n ≥ 0,
wenn die Filtration also stabil ist.

41.3. Das Artin–Reessche Lemma
Proposition 41.14. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring A. SeiM
ein endlich erzeugter A-Modul zusammen mit einer stabilen a-Filtration M•. Für jeden
Untermodul M ′ von M ist dann M ′ ∩M• : M ′ = M ′ ∩M0 ⊃M ′ ∩M1 ⊃M ′ ∩M2 ⊃ · · ·
eine stabile a-Filtration von M ′.

Beweis. 1. Da a(M ′∩Mn) ⊂ aM ′∩aMn ⊂M ′∩Mn+1, ist M ′∩M• eine a-Filtration.

2. Der Reessche Modul Q∗ zur Filtration M ′ ∩M• von M ′ ist ein gewichteter Ra(t)-
Modul, und zwar ein Untermodul des endlich erzeugten Ra(t)-Moduls R(M•, t).

3. Da Ra(t) noethersch ist, ist damit auch Q∗ endlich erzeugt. Nach dem letzten
Hilfssatz ist damit M ′ ∩M• eine stabile Filtration.

Folgerung 41.15. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring A. Sei
M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann existiert für jeden Untermodul M ′ ⊂ M ein
n0 ∈ N0, so daß

(anM) ∩M ′ = an−n0((an0M) ∩M ′)

für alle n ≥ n0.

Beweis. Ist die Aussage der Proposition, wenn wir die a-adische Filtration aufM wählen.

Satz 41.16. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Sei a ein Ideal in A. Sei M ein
endlich erzeugter A-Modul und M ′ ein Untermodul von M . Dann haben die Filtrationen
M ′ ⊃ aM ′ ⊃ a2M ′ ⊃ · · · und M ′ ⊃ (aM) ∩ M ′ ⊃ (a2M) ∩ M ′ ⊃ · · · beschränkte
Differenz.

Insbesondere stimmt die a-adische Topologie auf M ′ mit der von der a-adischen To-
pologie auf M induzierten Teilraumtopologie überein.

Beweis. Nach dem Artin–Reesschen Lemma ist die zweite Filtration eine stabile. Die
erste ist es trivialerweise. Damit haben sie beschränkte Differenz.
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42. Gewichtete Ringe und Moduln II

42.1. Exaktheit der Vervollständigung
Proposition 42.1. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Sei 0 → M ′ → M →
M ′′ → 0 eine exakte Sequenz endlich erzeugter A-Moduln. Für jedes a von A ist dann
die induzierte Sequenz 0→ M̂ ′

a → M̂a → M̂ ′′
a → 0 wieder exakt.

Beweis. 1. Die a-adische Topologie auf M ′ ist nach dem letzten Satz die von der
a-adischen Topologie auf M induzierte.

2. Da φ(anM) = anφ(M) = anM ′′ ist außerdem die a-adische Topologie auf M ′′ die
von der a-adischen Topologie auf M induzierte.

3. Damit ist die Vervollständigung der exakten Sequenz bezüglich dieser Topologien
wieder exakt.

Bemerkung 42.2. Sei A ein kommutativer Ring. Sei a ein Ideal von A. Durch den kanoni-
schen Homomorphismus A→ Âa können wir die Vervollständigung in kanonischer Weise
als A-Modul auffassen. Zu jedem A-Modul M können wir damit die Skalarerweiterung
MÂa

definieren. Der kanonische Homomorphismus M → M̂A
a von A-Moduln definiert

damit einen kanonischen Âa-Modulhomomorphismus

MÂa
= M ⊗A Âa → M̂a ⊗A Âa → M̂a ⊗Âa

Âa → M̂a.

Für allgemeines A und M ist dieser kanonische Homomorphismus im allgemeinen weder
injektiv noch surjektiv.

Proposition 42.3. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Ist M ein end-
lich erzeugter A-Modul, so ist die kanonische Abbildung MÂa

→ M̂a surjektiv. Ist A
außerdem noethersch, so ist MÂa

→ M̂a ein Isomorphismus.

Beweis. 1. Es ist leicht zu sehen, daß die a-adische Vervollständigung mit direkten
Summen kommutiert. Für einen A-Modul der Form F ∼= An gilt daher FÂ =
F ⊗A Â ∼= F̂ .

2. Da M endlich erzeugt ist, existiert eine exakte Sequenz der Form 0→ N → F →
M → 0 mit F ∼= An.

Fortsetzung des Beweises. 1. Die erste Zeile des kommutativen Diagrams

NÂ −−−→ FÂ −−−→ MÂ −−−→ 0
γ

y β

y α

y
0 −−−→ N̂ −−−→ F̂

ψ−−−→ M̂ −−−→ 0

ist exakt aufgrund der Rechtsexaktheit des Tensorproduktes.
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2. Es ist ψ surjektiv, da M die von F induzierte Topologie trägt. Da β surjektiv ist,
folgt daraus die Surjektivität von α.

3. Ist zusätzlich A noethersch, so ist N endlich erzeugt. Wir haben schon gezeigt,
daß γ damit surjektiv ist. Außerdem ist dann die untere Zeile nach der letzten
Proposition exakt.

4. Eine Diagrammjagd zeigt, daß α dann auch injektiv sein muß.

Sei A ein noetherscher kommutativer Ring.

Proposition 42.4. Für jedes Ideal a von A ist Âa eine flache A-Algebra.

Beweis. 1. Für endlich erzeugte A-Moduln M ist der Funktor M 7→ Â ⊗A M ∼= M̂
exakt, da die Vervollständigung exakt ist.

2. Wir haben schon allgemein gezeigt, daß dies Flachheit, also die Exaktheit für auch
nicht endlich erzeugte Moduln, impliziert.

Bemerkung 42.5. Für nicht endlich erzeugte A-Moduln ist der Funktor M 7→ M̂ nicht
exakt. Der gute Funktor ist daher M 7→MÂ.

42.2. Vervollständigungen von Ringen
Proposition 42.6. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring A. Dann
gilt für alle n ∈ N0:

1. âa = Âaa ∼= aÂa
.

2. âna = âna .

3. an/an+1 ∼= âna/â
n+1
a .

Beweis. 1. Da A noethersch ist, ist a endlich erzeugt, womit die Abbildung aÂ =
a⊗A Â→ â ein Isomorphismus (mit Bild Âa) ist.

2. ân = Âan = (Âa)n = ân.

3. an/an+1 = ker(A/an+1 → A/an) ∼= ker(Â/ân+1 → Â/ân) = ân/ân+1.

Proposition 42.7. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring A. Dann
liegt âa im Jacobsonschen Radikal von Âa.

Beweis. 1. Da ân = ân, ist Â vollständig bezüglich der â-adischen Topologie.

2. Für jedes x ∈ â konvergiert (1− x)−1 = 1 + x+ x2 + · · · damit in Â, so daß 1− x
eine Einheit in Â ist.

3. Damit liegt â im Jacobsonschen Radikal von Â.
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Proposition 42.8. Sei (A,m, F ) ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist (Âm, m̂m, F )
ein lokaler Ring.

Beweis. 1. Es ist Â/m̂ = A/m = F , also ein Körper. Damit ist m̂ ein maximales
Ideal.

2. Da m̂ im Jacobsonschen Ideal liegt und maximal ist, ist es das einzige maximale
Ideal. Damit ist Â ein lokaler Ring.

42.3. Der Krullsche Satz
Satz 42.9 (Krullscher Satz). Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring
A. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Der Kern K :=

∞⋂
n=1

anM des kanonischen

Homomorphismus M → M̂a besteht genau aus den x ∈M mit (1 + a) ∩ ann(x) 6= ∅.

Beweis. 1. Da K der Schnitt aller Umgebungen von 0 ist, ist die induzierte Topologie
auf K die Klumpentopologie. Da die induzierte Topologie auch die a-adische ist,
ist damit auch die a-adische Topologie auf K die Klumpentopologie, es ist also
aK = K.

2. Damit existiert ein y ∈ a mit (1− y)K = 0.

3. Ist umgekehrt (1− y)x = 0 für ein y ∈ a und ein x ∈M , so folgt x = yx = y2x =
· · · ∈ K.

Bemerkung 42.10. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring A. Sei
S := 1 +a. Dann ist S multiplikativ abgeschlossen. Nach dem Krullschen Satz stimmen
die Kerne der beiden kanonischen Abbildungen A → Âa und A → S−1A überein. Für
jedes x ∈ âa gilt weiter (1 − x)−1 = 1 + x + x2 + · · ·, so daß jedes Element in S unter
A→ Âa zu einer Einheit wird. Die universelle Eigenschaft von S−1A impliziert damit,
daß S−1A → Âa,

a
s
7→ s−1a zu einem wohldefinierten (injektiven) Homomorphismus

von Ringen wird. Wir können (und werden) also S−1A mit einem Unterring von Âa

identifizieren.
Beispiel 42.11. Ohne die Voraussetzung, daß der Ring noethersch ist, ist der Krullsche
Satz im allgemeinen falsch. Sei etwa A der Ring aller C∞-Funktionen auf R und a das
Ideal der an 0 verschwindenden Funktionen (wegen A/a ∼= R ist a maximal). Aus der
Existenz der Taylorreihenentwicklung folgt, daß a von der identischen Funktion x erzeugt
wird und daß

∞⋂
n=0

an die Menge aller f ∈ A ist, deren Taylorreihe in 0 trivial ist. Auf
der anderen Seite ist (1 + g)f = 0 für ein g ∈ a genau dann Null, wenn f ∈ A einer
ganzen Umgebung um 0 verschwindet. Damit liegt die Funktion exp(−x−2) im Kern
von A→ Âa aber nicht im Kern von A→ (1 + a)−1A. Folglich ist A nicht noethersch.

Folgerung 42.12. Sei A ein noetherscher Integritätsbereich. Für jedes echte Ideal a 6=
(1) von A gilt dann

∞⋂
n=0

an = (0).
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Beweis. Nach dem Krullschen Satz ist
∞⋂
n=0

an der Kern von A → (1 + a)−1A. Dieser ist
trivial, da A ein Integritätsbereich ist.

Folgerung 42.13. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Sei a ein Ideal von A,
welches im Jacobsonschen Radikal von A enthalten ist. Für jeden endlich erzeugten A-
Modul ist die a-adische Topologie auf M dann hausdorffsch.

Es ist also
∞⋂
n=0

anM = (0).

Beweis. Jedes Element der Form 1+x ist eine Einheit, wenn x in Jacobsonschen Radikal
von A liegt.

Folgerung 42.14. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Für jeden endlich erzeug-
ten A-Modul ist die m-adische Topologie hausdorffsch. Insbesondere ist die m-adische
Topologie auf A hausdorffsch.

Folgerung 42.15. Sei p ein Primideal in einem noetherschen kommutativen Ring A.
Dann ist der Kern des kanonischen Homomorphismus A → Ap durch den Schnitt aller
p-primären Ideale von A gegeben.

Beweis. 1. Ist A lokal mit maximalem Ideal m, so sind alle m-primären Ideale alle
zwischen m und Idealen der Form mn liegende Ideale. Damit zeigt die letzte Folge-
rung, daß der Schnitt aller m-primären Ideale in einem lokalen Ring das Nullideal
ist.

2. Ist A ein beliebiger kommutativer Ring erhalten wir, daß der Schnitt aller m :=
App-primären Ideale des lokalen Ringes Ap das Nullideal ist.

3. Aus der Tatsache, daß die p-primären Ideale von A gerade die Kontraktionen der
m-primären Ideale von Ap sind, erhalten wir die Behauptung.

43. Der assoziierte gewichtete Ring

43.1. Definition und grundlegende Eigenschaften des
assoziierten gewichteten Ringes

Definition 43.1. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Dann heißt der ge-
wichtete kommutative Ring

Ga(t) = Ga(A, t) := Ra(A, t)/t−1 Ra(A, t)+ ∼=
∞⊕
n=0

an/an+1tn

der assoziierte gewichtete Ring zur a-adischen Filtrierung von A.

110



Ist x ∈ an, so schreiben wir x̄ für die Restklasse modulo an+1. Damit können wir die
Multiplikation auf Ga(t) folgendermaßen beschreiben: Es ist (x̄tm) · (ȳtn) = xytm+n für
x ∈ am, y ∈ an.
Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring. Sei M ein A-Modul zusammen mit einer

a-Filtrierung M•.

Definition 43.2. Der gewichtete A-Modul

G(M•, t) = R(M•, t)/t−1 R(M•, t)+ ∼=
∞⊕
n=0

Mn/Mn+1t
n

heißt der assoziierte gewichtete Modul zur Filtrierung M•.

In kanonischer Weise ist G(M•, t) sogar ein Ga(t)-Modul. Schreiben wir wieder ·̄ für
Restklasen, so ist die Multiplikation auf G(M•, t) durch (ātm) · (x̄tn) = axtm+n für
a ∈ am, x ∈Mn gegeben.
Notation 43.3. Ist M• die a-adische Filtrierung auf M , so schreiben wir Ga(M, t) =
G(M•, t).
Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Seien M,N zwei A-Moduln jeweils

zusammen mit einer a-Filtrierung M• bzw. N•. Sei φ : M → N ein filtrierter Homo-
morphismus von A-Moduln, das heißt φ(Mn) ⊂ Nn für alle n. Dann induziert φ einen
Homomorphismus

G(φ) : G(M•, t)→ G(N•, t), x̄tn 7→ φ(x)tn,

wobei wieder x̄ ∈Mn/Mn+1 das Bild eines x ∈Mn modulo Mn+1 ist.

Proposition 43.4. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Für ein Ideal a in A
gilt:

1. Der Ring Ga(A, t) ist noethersch.

2. Es sind Ga(A, t) und Gâa(Âa, t) als gewichtete Ringe isomorph.

3. Für jeden endlich erzeugten A-ModulM zusammen mit einer stabilen a-Filtrierung
M• ist G(M•, t) ein endlich erzeugter Ga(A, t)-Modul.

Beweis. 1. Da A noethersch ist, ist a durch endlich viele x1, . . . , xn ∈ A erzeugt. Ist
x̄i das Bild von xi in a/a2, so ist Ga(t) als A-Algebra von x̄1t, . . . , x̄nt erzeugt.
Damit ist Ga(t) noethersch.

2. Ga(t) ∼=
⊕
n
an/an+1tn ∼=

⊕
n
ân/ân+1tn ∼= Gâ(t).

Beweis, daß G(M•, t) endlich erzeugt ist. 1. Sei jetzt M ein endlich erzeugter A-
Modul und M• eine stabile a-Filtrierung. Dann existiert ein n0 ∈ N0 mit Mn0+r =
arMn0 für alle r ≥ 0.
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2. Folglich ist G(M•, t) als Ga(t)-Modul durch
n0⊕
n=0

Mn/Mn+1t
n erzeugt. DieMn/Mn+1

sind endlich erzeugte A-Moduln, da A noethersch ist und Mn Untermodul des
endlich erzeugten Moduls M ist.

3. Da a ⊂ annMn/Mn+1, istMn/Mn+1 auch ein endlich erzeugter A/a-Modul. Damit
ist ⊕n0

n=0Mn/Mn+1t
n ein endlich erzeugter A/a-Modul.

4. Es folgt, daß G(M•, t) ein endlich erzeugter Ga(t)-Modul ist.

43.2. Endlichkeitseigenschaften der Vervollständigung
Hilfssatz 43.5. Seien A und B zwei abelsche Gruppen (d.h. Z-Moduln) jeweils zusam-
men mit einer Filtrierung A• bzw. B•, welche jeweils eine Umgebungsbasis um 0 einer
Topologie auf A bzw. B bilden. Ist dann φ : A→ B ein filtrierter Homomorphismus, so
gilt:

1. Ist G(φ) : G(A•, t)→ G(B•, t) injektiv, so ist auch φ̂ : Â→ B̂ injektiv.

2. Ist G(φ) : G(A•, t)→ G(B•, t) surjektiv, so ist auch φ̂ : Â→ B̂ surjektiv.

Beweis. 1. Die Reihen im folgenden Diagramm sind exakt:

0 −−−→ An/An+1 −−−→ A/An+1 −−−→ A/An −−−→ 0

ψn

y φn+1

y φn

y
0 −−−→ Bn/Bn+1 −−−→ B/Bn+1 −−−→ B/Bn −−−→ 0.

Nach dem Schlangenlemma existiert damit eine exakte Sequenz 0 → kerψn →
kerφn+1 → kerφn → cokerψn → cokerφn+1 → cokerφn → 0.

2. Sind die ψn injektiv bzw. surjektiv, folgt durch Induktion nach n, daß die φn
injektiv bzw. surjektiv sind. Im letzteren Fall ist außerdem (kerφn)n ein surjektives
System.

3. Im ersten Fall ist φ̂ injektiv, da der inverse Limes linksexakt ist.

4. Im zweiten Falle ist φ̂ surjektiv, da in diesem Falle lim←−
n

1(kerφn) = 0.

Proposition 43.6. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Sei M ein A-
Modul zusammen mit einer a-Filtrierung M•. Sei A vollständig bezüglich der a-adischen
Topologie, und sei M in seiner Filtrationstopologie hausdorffsch, also ⋂

n
Mn = 0. Sei

schließlich G(M•, t) als Ga(A, t)-Modul endlich erzeugt. Dann istM ein endlich erzeugter
A-Modul.

Beweis. 1. Seien x1, . . . , xr mit xi ∈ Mn(i) für n(i) ∈ N0, so daß die Bilder x̄itn(i) ∈
Mn(i)/Mn(i)+1 den Ga(t)-Modul G(M•) erzeugen.
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2. Für jedes i sei F i der A-Modul A zusammen mit der stabilen a-Filtrierung F i
• mit

F i
k = ak+n(i). Seien F :=

r⊕
i=1

F i, F• :=
r⊕
i=1

F i
•. Dann ist φ : F → M, (a1, . . . , ar) 7→

a1x1 + · · · arxr ein Homomorphismus filtrierter Gruppen.

3. Der induzierte Homomorphismus G(φ) : G(F•) → G(M•) ist nach Konstruktion
surjektiv. Damit ist der Homomorphismus φ̂ : F̂ → M̂ zwischen den Vervollstän-
digungen surjektiv.

4. Da F ∼= Ar als topologische A-Moduln und A vollständig ist, ist auch F ∼= F̂ .
Damit ist F → F̂ → M̂ surjektiv. Da M → M̂ aufgrund der Hausdorffeigenschaft
von M injektiv ist, muß damit φ : F → M surjektiv sein. Folglich ist M als A-
Modul von den xi erzeugt.

Folgerung 43.7. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Sei M ein A-Modul
zusammen mit einer a-FiltrierungM•. Sei A vollständig bezüglich der a-adischen Topolo-
gie, und sei M in seiner Filtrationstopologie hausdorffsch, also ⋂

n
Mn = 0. Sei schließlich

G(M•, t) ein noetherscher Ga(t)-Modul. Dann ist M ein noetherscher A-Modul.

Beweis. 1. Es ist zu zeigen, daß jeder Untermodul M ′ von M endlich erzeugt ist. Es
istM ′

• := M ′∩M• eine a-Filtration aufM ′, und die EinbettungM ′ →M induziert
eine Einbettung G(M ′

•, t)→ G(M•, t).

2. Da G(M•, t) noethersch ist, ist G(M ′
•, t) endlich erzeugt.

3. Wegen ⋂
n
M ′

n ⊂
⋂
n
Mn = (0) ist M ′ schließlich hausdorffsch. Nach der Proposition

ist M ′ damit endlich erzeugt.

Satz 43.8. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Für jedes Ideal a von A ist die
Vervollständigung Âa noethersch.

Beweis. Es ist Ga(t) ∼= Gâ(t), und diese Ringe sind noethersch. Damit können wir die
letzte Folgerung auf den vollständigen Ring Â und den Â-Modul Â mit der â-adischen
Filtrierung anwenden (welche hausdorffsch ist) und erhalten, daß Â ein noetherscher
Â-Modul ist, also ein noetherscher Ring.

Folgerung 43.9. Für jeden noetherschen kommutativen Ring A ist der Potenzreihenring
AJX1, . . . , XnK in n Variablen noethersch.

Beweis. Nach dem Hilbertschen Basissatz ist A[X1, . . . , Xn] noethersch. Es ist
AJX1, . . . , XnK die (X1, . . . , Xn)-adische Vervollständigung von A[X1, . . . , Xn].

Beispiel 43.10. Für jeden Körper K ist KJX1, . . . , XnK noethersch.
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Teil XI.
Dimensionstheorie
44. Hilbertfunktionen

44.1. Poincarésche Reihe
Sei A = ⊕

n∈N0 An ein noetherscher gewichteter kommutativer Ring. Wir haben gesehen,
daß A0 dann ein noetherscher Ring ist und daß A als A0-Algebra endlich erzeugt ist.

Proposition 44.1. Sei M = ⊕
n∈N0 Mn ein endlich erzeugter gewichteter A-Modul.

Dann ist Mn für alle n ∈ N0 ein endlich erzeugter A0-Modul.

Beweis. 1. Es existieren endlich viele x1, . . . , xs ∈ A, welche A als A0-Algebra erzeu-
gen. Wir können annehmen, daß die xi homogen von Gewichten ki sind.

2. Es existieren homogene Erzeuger m1, . . . ,mt ∈ M von M als A-Modul. Seien die
Gewichte der mj durch rj gegeben.

3. Damit wird Mn als A0-Modul durch alle Terme der Form gj(x)mj erzeugt, wobei
gj(x) ein Monom in den xi vom Totalgrad n− rj ist.

Sei A ein noetherscher gewichteter kommutativer Ring. Sei λ eine (Z-wertige) additive
Funktion auf der Klasse aller endlich erzeugten A0-Moduln. Mit den letzten Ergebnissen
ist die Reihe

λ(M, t) :=
∞∑
n=0

λ(Mn)tn ∈ ZJtK

für jeden endlich erzeugten gewichteten A-Modul M wohldefiniert.

Definition 44.2. Die Reihe λ(M, t) heißt die Poincarésche Reihe von M (zu λ).

44.2. Der Hilbert–Serresche Satz
Satz 44.3 (Hilbert–Serrescher Satz). Sei A ein noetherscher gewichteter kommutativer
Ring. Sei M ein endlich erzeugter gewichteter A-Modul. Für jede additive Funktion λ
auf der Klasse der endlich erzeugten A0-Moduln ist dann λ(M, t) eine rationale Funktion
der Form f/

s∏
i=1

(1− tki) mit f ∈ Z[t] und ki ∈ N.

Bemerkung 44.4. Wir werden im Beweis sehen, daß wir alle ki = 1 wählen können, wenn
A als A0-Algebra von A1 erzeugt wird.

Beweis. 1. Wir führen Induktion über die Anzahl s der Erzeuger von A als A0-
Algebra. Im Falle von s = 0 ist A = A0 und damit ist M ein endlich erzeugter
A0-Modul. Folglich ist Mn = 0 für n � 0, also ist λ(M, t) in diesem Falle ein
Polynom.
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2. Sei also s > 0. Seien x1, . . . , xs homogene Erzeuger von A als A0-Modul mit Ge-
wichten ki. Sei ξs : Mn → Mn+ks ,m 7→ xsm. Sei 0 → Kn → Mn

ξs−→ Mn+ks →
Ln+ks → 0 eine exakte Sequenz von A0-Moduln. Es sind K = ⊕

n
Kn und L = ⊕

n
Ln

endlich erzeugte A-Moduln.

3. Aus der Additivität von λ folgt λ(Kn) − λ(Mn) + λ(Mn+ks) − λ(Ln+ks) = 0, also
(1− tks)λ(M, t) = λ(L, t)− tksλ(K, t) + g für ein g ∈ Z[t].

4. Da xs auf K und L trivial wirkt, können wir die Induktionsvoraussetzung auf
A0[x1, . . . , xs−1] anwenden.

Sei A ein noetherscher gewichteter kommutativer Ring. Sei M ein endlich erzeugter
gewichteter A-Modul. Sei λ eine additive Funktion auf der Klasse der endlich erzeugten
A0-Moduln.

Definition 44.5. Die Polordnung von λ(M, t) an t = 1 heißt die Größe dλ(M) von M
(zu λ).

Beispiel 44.6. Da A ein endlich erzeugter gewichteter Modul über sich selbst ist, ist
inbesondere die Größe dλ(A) von A definiert.

Proposition 44.7. Sei A ein noetherscher gewichteter kommutativer Ring, der als A0-
Algebra von A1 erzeugt wird. Sei M ein endlich erzeugter gewichteter A-Modul. Sei λ
eine additive Funktion auf der Klasse der endlich erzeugten A-Moduln. Dann existiert
ein Polynom p ∈ Q[n] vom Grad dλ(M)− 1 mit λ(Mn) = p(n) für n� 0.

Dem Nullpolynom sei hier der Grad −1 zugeordnet. Das Polynom p aus der Pro-
position heißt das Hilbertpolynom von M (zu λ). Dieses ist durch seine Eigenschaften
eindeutig bestimmt.

Beweis. 1. Nach dem Hilbert–Serrschen Satz existiert ein f =
N∑
k=0

akt
k ∈ Z[t], so

daß λ(Mn) der Koeffizient von tn in f(t) · (1− t)−s ist. Durch Kürzen können wir
erreichen, daß s = dλ(M) und f(1) 6= 0.

2. Aus (1− t)−s =
∞∑
k=0

(
s+k−1
s−1

)
tk folgt λ(Mn) =

N∑
k=0

ak
(
s+n−k−1

s−1

)
für n ≥ N .

3. Die rechte Seite ist ein Polynom in n mit führendem Term f(1)ns−1/(s − 1)! 6=
0.

Bemerkung 44.8. Ein Polynom p ∈ Q[n], welches ganzzahlige Werte p(n) für n � 0
annimmt, heißt auch numerisches Polynom.
Beispiel 44.9. Es gibt Polynome p ∈ Q[n] mit p(n) ∈ Z für alle n ∈ Z, welche aber nicht
in Z[n] liegen, etwa p(n) = 1

2x(x+ 1).
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Proposition 44.10. Sei A ein noetherscher gewichteter kommutativer Ring. Sei M
ein endlich erzeugter gewichteter A-Modul. Sei λ eine additive Funktion auf der Klasse
der endlich erzeugten A0-Moduln. Ist dann x ∈ Ak, k ∈ N0, regulär in M , das heißt
xm = 0 =⇒ m = 0 für alle m ∈M , so gilt dλ(M/xM) = dλ(M)− 1.

Beweis. 1. Es existieren exakte Sequenzen 0 → Mn
ξ−→ Mn+k → (M/xM)n+k → 0

mit ξ : Mn →Mn+k,m 7→ xm.

2. Es folgt −λ(Mn) + λ(Mm+k) − λ((M/xM)n+k) = 0, also (1 − tk)λ(M, t) =
λ(M/xM, t) + g für ein g ∈ Z[t].

3. Damit ist dλ(M/xM) = dλ(M)− 1.

Beispiel 44.11. Sei A0 ein artinscher Ring, z.B. ein Körper. Dann ist insbesondere die
Länge ` von A0-Moduln eine additive Funktion auf den endlich erzeugten A0-Moduln.
Sei A = A0[X1, . . . , Xs] der Polynomring mit der kanonischen Gewichtung. Dann ist
An ein freier A0-Modul mit einer Basis bestehend aus allen Monomen Xm1

1 · · ·Xms
s vom

Totalgrad n. Von diesen gibt es genau
(
s+n−1
s−1

)
, daher ist `(A, t) = 1

(1−t)s .

44.3. Das charakterische Polynom primärer Ideale
Hilfssatz 44.12. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Sei q ein m-primäres Ideal.
Sei M ein endlich erzeugter A-Modul und M• eine stabile q-Filtration. Dann ist M/Mn

für alle n ∈ N0 von endlicher Länge mit `(M/Mn) =
n−1∑
r=0

`(Mr/Mr+1).

Beweis. 1. Da A noethersch ist undM• eine stabile Filtration eines endlich erzeugten
Moduls über A, ist Gq(t) ∼=

⊕
n
qn/qn+1tn noethersch und G(M•, t) ∼=

⊕
n
Mn/Mn+1t

n

ist ein endlich erzeugter Modul über Gq(t).

2. Es ist Gq(t)0 ∼= A/q noethersch der Dimension 0 und damit artinsch.

3. Die G(M•, t)n ∼= Mn/Mn+1 sind noethersche A-Moduln, deren Annihilator q um-
faßt, also sogar noethersche A/q-Moduln und damit von endlicher Länge.

4. Aus `(M/Mr+1) − `(M/Mr) = `(Mr/Mr+1) folgt die Endlichkeit der Länge von
`(M/Mn) und die angegebene Formel in Termen von `(Mr/Mr+1).

Proposition 44.13. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Sei q ein m-primäres
Ideal, welches von minimal s Elementen erzeugt wird. Sei M ein endlich erzeugter A-
Modul zusammen mit einer stabilen q-Filtration. Dann existiert genau ein Polynom g ∈
Q[n] vom Grad höchstens s mit `(M/Mn) = g(n) für n � 0. Grad und Leitkoeffizient
von g hängen nur von M und q, aber nicht von der gewählten Filtrierung ab.

Beweis der Existenz. 1. Seien x1, . . . , xs Erzeuger von q, deren Bilder in q/q2 mit
x̄i bezeichnet seien. Dann wird Gq(t) von den s Elementen x̄it im Gewicht 1 als
Gq(t)0-Algebra erzeugt, woraus `(Mn/Mn+1) = f(n) für n � 0 für ein Polynom
f(n) ∈ Q[n] vom Grad höchstens s− 1 folgt.
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2. Wegen `(M/Mn+1) − `(M/Mn) = f(n) für n � 0 ist damit `(M/Mn) für n � 0
ein Polynom in n vom Grad höchstens s.

Beweis der Eindeutigkeit von Grad und Leitkoeffizient. 1. Ist M̃• eine weitere stabile
q-Filtration von M , so sei g̃ ∈ Q[n] mit g̃(n) = `(M/M̃n) für n � 0. Da die
Filtrationen beschränkte Differenz haben, existiert ein n0 ∈ N0 mit Mn+n0 ⊂ M̃n

und M̃n+n0 ⊂Mn für alle n ≥ 0.

2. Folglich ist g(n+n0) ≥ g̃(n) und g̃(n+n0) ≥ g(n) für n� 0. Da g, g̃ Polynome sind,
folgt lim

n→∞
g(n)/g̃(n) = 1, womit g, g̃ denselben Grad und Leitkoeffizient haben.

Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Sei q ein m-primäres Ideal, welches von
minimal s Elementen erzeugt wird. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul zusammen
mit einer stabilen q-Filtration. Mit χM•q ∈ Q[n] bezeichnen wir dasjenige Polynom mit
χMq (n) = `(M/Mn) für n� 0.

Definition 44.14. Das Polynom χM•q heißt das charakteristische Polynom von q über
M•.

Beispiel 44.15. Im Falle von M = A zusammen mit der q-adischen Filtrierung schreiben
wir χq = χM•q und nennen χq das charakteristische Polynom von q. Nach der letzten
Proposition ist χq ein Polynom, dessen Grad höchstens s ist, wobei s die minimale
Anzahl von Erzeugern von q ist.

Proposition 44.16. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Sei q ein m-primäres
Ideal. Dann ist deg χq = deg χm.

Der Grad d(A) des charakteristischen Polynoms hängt also nicht vom gewählten m-
primären Ideal ab.

Beweis. Es ist m ⊃ q ⊃ mr für ein r, also mn ⊃ qn ⊃ mrn für n ≥ 0, also χm(n) ≤
χq(n) ≤ χm(rn) für alle n� 0. Es folgt deg χm ≤ deg χq ≤ deg χm.

Bemerkung 44.17. Es ist insbesondere d(A) = d`(Gm(A, t)), die vorher definierte Größe
eines noetherschen gewichteten homogenen Ringes (zur additiven Funktion der Länge).

45. Dimensionstheorie noetherscher lokaler Ringe

45.1. Die Größe regulärer Quotienten
Einem noetherschen lokalen Ring (A,m) können wir folgende Größen zuordnen:

1. Die minimale Anzahl δ(A) von Elementen x1, . . . , xδ(A) ∈ A, so daß (x1, . . . , xδ(A))
ein m-primäres Ideal ist.

2. Der Grad d(A) des charakteristischen Polynoms χm von A, also die Ordnung plus
1, mit der `(A/mn) für n� 0 wächst.
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3. Die Dimension dimA, also das Supremum der Längen aller Primidealketten in A.

Im folgenden zeigen wir, daß δ(A) ≥ d(A) ≥ dimA ≥ δ(A), daß also alle drei Größen
übereinstimmen.

Proposition 45.1. Es ist δ(A) ≥ d(A).

Proposition 45.2. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Sei q ein m-primäres Ideal.
Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Seien x ∈ A regulär in M und M ′′ := M/xM .
Dann gilt: degχM ′′q ≤ degχMq − 1.

Beweis. 1. Da x regulär in M ist, ist M → N := xM,m 7→ xm ein Isomorphismus
von A-Moduln. Sei Nn := N ∩ qnM für n ∈ N0. Es existieren exakte Sequenzen
0→ N/Nn →M/qnM →M ′′/qnM ′′ → 0.

2. Sei g(n) = `(N/Nn) für n � 0, so g(n)− χMq (n) + χM
′′

q (n) = 0. Nach Artin–Rees
ist (Nn) eine stabile q-Filtration von N , wir können daher g ∈ Q[n] annehmen. Da
N ∼= M müssen Grad und Leitkoeffizient von g und χMq übereinstimmen.

Folgerung 45.3. Sei A ein noetherscher lokaler Ring. Sei x ∈ A ein reguläres Element.
Dann ist d(A/(x)) ≤ d(A)− 1.

Beweis. Wir wenden die Proposition auf den A-Modul M = A an.

45.2. Die Dimension noetherscher lokaler Ringe
Proposition 45.4. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist d(A) ≥ dimA.

Induktionsanfang. Der Beweis erfolge mit Induktion über d := d(A). Ist d = 0, so ist
`(A/mn) für n � 0 konstant, also ist mn = mn+1 für n � 0, also ist A artinsch, also
dimA = 0.

Induktionsschritt. 1. Sei d > 0. Sei p0 ( p1 ( · · · ( pr eine Primidealkette in A. Sei
x ∈ p1 \ p0. Sei A′ := A/p0, und sei x′ das Bild von x ∈ A′. Dann ist x′ regulär,
also d(A′/(x′)) ≤ d(A′)− 1.

2. Sei m′ das maximale Ideal in A′. Dann ist A′/(m′)n homomorphes Bild von A/mn,
also ist `(A/mn) ≥ `(A′/(m′)n), also d(A) ≥ d(A′), also d(A′/(x′)) ≤ d− 1.

3. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Länge einer Primidealkette in A′/(x′) damit
höchstens d − 1. Das Bild der Kette p1 ( · · · ( pr in A′/(x′) ist eine Kette der
Länge r − 1, also r − 1 ≤ d− 1, also r ≤ d, also dimA ≤ d.

Folgerung 45.5. Sei A ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist dimA <∞.

Die Längen von Primidealketten in A sind also beschränkt.

Definition 45.6. Sei A ein kommutativer Ring. Die Höhe ht p eines Primideals p von
A ist das Supremum der Längen von Primidealketten der Form p0 ( p1 ( · · · ( pr = p.
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Es ist also ht p = dimAp.

Folgerung 45.7. Ist A ein noetherscher kommutativer Ring, so hat jedes Primideal p
von A endliche Höhe.

Die Menge der Primideale in einem noetherschen kommutativen Ring erfüllt damit
die absteigende Kettenbedingung.

Definition 45.8. Sei A ein kommutativer Ring. Die Tiefe depth p eines Primideals p von
A ist das Supremum der Längen von Primidealketten der Form p = p0 ( p1 ( · · · ( pr.

Es ist also depth p = dimA/p.
Bemerkung 45.9. Selbst wenn A noethersch ist, kann die Tiefe eines Primideals unendlich
sein — außer A ist zudem lokal.

Proposition 45.10. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring der Dimension d. Dann
existiert ein von d Elementen x1, . . . , xd ∈ A erzeugtes m-primäres Ideal, also dimA ≥
δ(A).

Beweis. 1. Wir konstruieren induktiv x1, . . . , xd ∈ A, so daß jedes Primideal, welches
ai := (x1, . . . , xi) enthält, mindestens Höhe i hat. Sei i > 0 und seien x1, . . . , xi−1
schon konstruiert.

2. Seien p1, . . . , ps die minimalen Primideale mit pj ⊃ ai−1 und ht pj = i − 1. Dann
ist m 6= pj für alle j, da htm = d > i− 1 = ht pj. Es folgt m 6=

s⋃
j=1

pj, also können

wir ein xi ∈ m mit xi /∈ pj wählen.

3. Sei q ein Primideal, welches ai enthält. Dann enthält q ein minimales Primideal p
mit p ⊃ ai−1. Ist p = pj für ein j, so folgt q ) p, also ht q ≥ i.

4. Ist dagegen p 6= pj für alle j, so ist ht p ≥ i, also ht q ≥ i.

5. Ist schließlich p ein minimales Primideal mit p ⊃ ad, so hat p damit Höhe d, also
p = m. Also ist ad ein m-primäres Ideal.

45.3. Der Dimensionssatz
Satz 45.11 (Dimensionssatz). Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann sind fol-
gende Größen gleich:

1. Das maximale Länge dimA von Primidealketten in A.

2. Der Grad d(A) des charakteristischen Polynoms χm von A.

3. Die minimale Anzahl von Erzeugern m-primärer Ideale von A.
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Beispiel 45.12. Sei K ein Körper. Sei A := K[X1, . . . , Xn]m der Polynomring in n Va-
riablen über K lokalisiert am maximalen Ideal m = (X1, . . . , Xn). Dann ist Gm(A, t) ∼=
K[X̄1t, . . . , X̄nt], wobei die X̄i die Bilder der Xi in Gm(A, t) sind. Damit ist die Poincaré-
sche Reihe von Gm(A, t) durch (1− t)−n gegeben, also dimA = d(A) = d(Gm(A, t)) = n.

Folgerung 45.13. Sei (A,m, F ) ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist dimA ≤
dimF m/m2.

Beweis. Seien x1, . . . , xs ∈ m, so daß ihre Bilder in m/m2 eine Basis über F bilden.
Nach dem Nakayamaschen Lemma erzeugen die xi damit das Ideal m. Also ist dimA =
δ(A) ≤ s = dimF m/m2.

Folgerung 45.14. Sei A ein kommutativer noetherscher Ring. Seien x1, . . . , xr ∈ A.
Ist dann p ein minimales Primideal mit p ⊃ (x1, . . . , xr), so gilt ht p ≤ r.

Beweis. Indem wir von A auf Ap übergehen, können wir davon ausgehen, daß A ein
lokaler Ring mit maximalem Ideal p ist, in dem (x1, . . . , xr) ein p-primäres Ideal ist.
Damit ist r ≥ δ(A) = dimA = ht p.

Folgerung 45.15. Sei A ein kommutativer noetherscher Ring. Sei weiter x ∈ A ein
reguläres Element. Dann gilt für jedes minimale Primideal p mit p ⊃ (x), daß ht p = 1.

Beweis. Nach der letzten Folgerung ist ht p ≤ 1. Wäre ht p = 0, so wäre p assoziiert zu
(0). Damit besteht p nur aus Nullteilern. Widerspruch.

Folgerung 45.16. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Sei x ∈ m regulär. Dann
ist dimA/(x) = dimA− 1.

Beweis. 1. Sei d := dimA/(x). Dann ist d = d(A/(x)) ≤ d(A)− 1 ≤ dimA− 1.

2. Seien auf der anderen Seite x1, . . . , xd ∈ m, deren Bilder in A/(x) ein m/(x)-
primäres Ideal erzeugen. Dann ist (x, x1, . . . , xd) ein m-primäres Ideal in A, also
d+ 1 ≥ δ(A) = dimA.

Folgerung 45.17. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring. Sei Â seine m-adische
Vervollständigung. Dann ist dimA = dim Â.

Beweis. Sei m̂ das maximale Ideal von Â. Es ist A/mn ∼= Â/m̂n, also χm = χm̂. Damit
ist dimA = d(A) = d(Â) = dim Â.

45.4. Parametersysteme
Definition 45.18. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring der Dimension d. Sind dann
x1, . . . , xd Erzeuger eines m-primären Ideals von A, so heißt (x1, . . . , xd) ein Parameter-
system von A.

Proposition 45.19. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Sei (x1, . . . , xd) ein Pa-
rametersystem für A. Sei q := (x1, . . . , xd) das erzeugte m-primäre Ideal. Ist f ∈
A[X1, . . . , Xd] homogen vom Grad s mit f(x1, . . . , xd) ∈ qs+1, so folgt f ∈ m[X1, . . . , Xd].
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Beweis. 1. Es ist α : A/q[X1, . . . , Xd]→ Gq(t), Xi 7→ x̄it, wobei x̄i das Bild von xi in
q/q2 ist, ein surjektiver Homomorphismus gewichteter Ringe.

2. Nach Voraussetzung an f ist das Bild f̄ von f im Kern von α. Angenommen,
ein Koeffizient von f ist eine Einheit. Dann ist f̄ regulär. Dann gilt: d(Gq(t)) ≤
d(A/q[X1, . . . , Xd]/(f̄)) = d(A/q[X1, . . . , Xd])− 1 = d− 1.

3. Aber es ist d(Gq(t)) = d(A) = d, ein Widerspruch.

Folgerung 45.20. Sei K ein Körper. Sei (A,m) eine lokale K-Algebra, so daß K iso-
morph auf A/m abgebildet wird. Ist dann (x1, . . . , xd) ein Parametersystem für A, so
sind die xi algebraisch unabhängig über K.

Beweis. 1. Sei f ∈ K[X1, . . . , Xn] mit f(x1, . . . , xd) = 0. Angenommen, f 6= 0.

2. Dann können wir f = g + h schreiben, wobei g 6= 0 ein homogenes Polynom ist
und h echt größeren Grad als g hat.

3. Anwenden der Proposition liefert, daß g Koeffizienten in m hat. Da aber g ein
Polynom über K ist, folgt g = 0, ein Widerspruch.

46. Reguläre lokale Ringe

46.1. Charakterisierung regulärer lokaler Ringe
Satz 46.1. Sei (A,m, F ) ein noetherscher lokaler Ring der Dimension d. Dann sind
äquivalent:

1. Gm(A, t) und F [X1, . . . , Xd] sind als gewichtete F -Algebren isomorph.

2. Für die Dimension des Zariskischen Kotangentialraumes von A gilt dimF m/m2 =
d.

3. Es existiert ein Parametersystem (x1, . . . , xd) von A mit m = (x1, . . . , xd).

Ein regulärer lokaler Ring A ist ein noetherscher lokaler Ring, welcher die Bedingungen
des Satzes erfüllt.

Beweis. 1. Aus der ersten folgt sicherlich die zweite Aussage. Die dritte folgt aus der
zweiten mit dem Nakayamaschen Lemma.

2. Sei also m = (x1, . . . , xm). Dann ist α : F [X1, . . . , Xd] → Gm(t), Xi 7→ x̄it ein
surjektiver Homomorphismus gewichteter Algebren.

3. Der Homomorphismus ist aufgrund der Unabhängigkeitseigenschaft eines Parame-
tersystems injektiv.

121



Hilfssatz 46.2. Sei A ein kommutativer Ring. Sei a ein Ideal in A mit ⋂
n
an = (0). Ist

dann Ga(A, t) ein Integritätsbereich, so auch A.

Beweis. Seien x, y ∈ A\{0}. Dann existieren r, s ∈ N0 mit x ∈ ar\ar+1 und y ∈ as\as+1.
Dann sind x̄tr, ȳts 6= 0 ∈ Ga(t), also x̄ · ȳtr+s 6= 0, also xy 6= 0 ∈ A.

Folgerung 46.3. Ein regulärer lokaler Ring ist ein Integritätsbereich.

Bemerkung 46.4. Ein regulärer lokaler Ring (A,m, F ) der Dimension 1 ist ein Integri-
tätsbereich mit dimF m/m2 = 1, also ein diskreter Bewertungsbereich. Umgekehrt ist
ein diskreter Bewertungsbereich ein regulärer lokaler Ring der Dimension 1.
Bemerkung 46.5. Sei (A,m) ein lokaler Ring. Ist dann Gm(A, t) ein ganz abgeschlossener
Integritätsbereich, so kann gezeigt werden, daß auch A ganz abgeschlossen ist. Jeder
regulärer lokale Ring ist also ganz abgeschlossen. Es existieren aber ganz abgeschlossene
lokale Integritätsbereiche mit Dimension größer als 1, welche nicht regulär sind.

46.2. Regularität als analytische Eigenschaft
Proposition 46.6. Sei (A,m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist A genau dann
regulär, wenn seine m-adische Vervollständigung Â ein regulärer noetherscher lokaler
Ring ist.

Beweis. 1. Wir haben schon gezeigt, daß (Â, m̂) ein noetherscher lokaler Ring ist,
wenn (A,m) ein noetherscher lokaler Ring ist.

2. Da A noethersch ist, gilt außerdem Gm(A, t) ∼= Gm̂(Â, t).

3. Schließlich ist dimA = dim Â.

Bemerkung 46.7. Sei (A,m) ein lokaler Ring. Die m-adische Vervollständigung (Â, m̂)
heißt auch der analytische Halm von A. Wir haben damit gezeigt, daß der analytische
Halm eines regulären lokalen Ringes A ein Integritätsbereich ist, was geometrisch so
ausgedrückt wird, daß A nur einen analytischen Zweig habe.
Beispiel 46.8. Sei K ein Körper und (A,m, F ) eine reguläre lokale K-Algebra, so daß K
isomorph auf F abgebildet wird. Sei d := dimA. Dann ist Gm(A, t) ∼= K[X1, . . . , Xd],
woraus Â = KJX1, . . . , XdK folgt. Damit hängt der analytische Halm in dieser Situation
nur von der Dimension ab.
Beispiel 46.9. Sei K ein Körper. Sei m = (X1 − x1, . . . , Xn − xn) ein maximales Ideal
des Polynomringes A := K[X1, . . . , Xn]. Dann ist Am ein regulärer lokaler Ring der
Dimension n, denn Gm(A, t) ist ein Polynomring in n Variablen.
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47. Transzendente Dimension

47.1. Transzendente Dimension
Sei K ein Körper. Sei A ein endlich erzeugter Integritätsbereich über K.

Definition 47.1. Der Transzendenzgrad des Quotientenkörpers K(A) von A über K
heißt die (transzendente) Dimension trdimK A von A.

Bemerkung 47.2. Sind x1, . . . , xn Erzeuger von A über K, so erzeugen die xi auch den
Quotientenkörper K(A) über A. Damit muß trdimK A ≤ n gelten. Die transzendente
Dimension von A ist also endlich.
Im folgenden wollen wir zeigen, daß trdimK A = dimA.

Hilfssatz 47.3. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung von Integritätsbereichen. Sei A
weiter ganz abgeschlossen. Sei q ein Primideal in B. Sei p := A∩q. Dann gilt ht p = ht q
und depth p = depth q.

Beweis. 1. Ist q′ ( q′′ eine echte Inklusion von Primidealen in B, so ist A∩q′ ( A∩q′′
eine echte Inklusion von Primidealen in A. Damit folgt ht p ≥ ht q, depth p ≥
depth q.

2. Nach dem „Going-Down“-Satz kann jede absteigende Primidealkette in A zu einer
Primidealkette in B hochgehoben werden. Damit folgt ht q ≥ ht p.

3. Nach dem „Going-Up“-Satz kann jede aufsteigende Primidealkette in A zu einer
Primidealkette in B hochgehoben werden. Damit folgt depth q ≥ depth p.

Hilfssatz 47.4. Sei K ein Körper. Für jedes maximale Ideal m des Polynomringes
A := K[X1, . . . , Xn] ist dann dimAm = n.

Beweis. 1. Sei L ein algebraischer Abschluß von K. Dann ist B := L[X1, . . . , Xn]
der ganze Abschluß von A in L. Dann existiert ein maximales Ideal n von B mit
m = A ∩ n.

2. Nach dem Hilbertschen Basissatz ist n = (X1− b1, . . . , Xn− bn) für gewisse bi ∈ B.
Damit ist dimBn = n nach den schon angestellten Überlegungen.

3. Daraus folgt nach dem letzten Hilfssatz, daß dimAm = htm = ht n = dimBn =
n.

Satz 47.5. Sei K ein Körper. Sei A ein endlich erzeugter Integritätsbereich über K.
Dann ist dimAm = trdimK A für alle maximalen Ideale m von A.

Beweis. 1. Nach der noetherschen Normalisierung existiert eine ganze Ringerweite-
rung der Form A′ := K[X1, . . . , Xd] ⊂ A. Damit ist trdimK A = trdimK A

′ = d.

2. Ist weiter m′ := A′ ∩m, so folgt dimAm = dimA′m′ = d.
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Folgerung 47.6. Sei K ein Körper. Sei A ein endlich erzeugter Integritätsbereich über
K. Dann ist dimA = dimAm für jedes maximale Ideal m von A.

Beweis. Es ist dimA = sup
m

dimAm, wobei m alle maximalen Ideale von A durchläuft.
Nach dem Satz haben aber alle Am dieselbe Dimension, nämlich die transzendente.

Satz 47.7. Sei K ein Körper. Sei A ein endlich erzeugter Integritätsbereich über K.
Dann gilt ht p + dimA/p = dimA für alle Primideale p von A.

Beweis. 1. Nach der noetherschen Normalisierung existiert ein endlicher, injektiver
Homomorphismus A′ := K[X1, . . . , Xn] → A. Sei m ein maximales Ideal, m′ :=
A′ ∩m. Dann ist dimA = dimAm = dimA′m′ = n. Sei p′ = A′ ∩ p. Da ht p = ht p′
und depth p = depth p′, reicht es, den Satz für A′ und p′ zu beweisen.

2. Wieder aufgrund der noetherschen Normalisierung können wir davon ausgehen,
daß p′ = (Xr+1, . . . , Xn). Damit ist dimA′ ≥ ht p′ + depth p′ ≥ (n− r) + r = n =
dimA′.
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Teil XII.
Anhang
A. Aufgaben

A.1. Ringe und Ideale
Aufgabe 1.1. Sei x ein nilpotentes Element eines kommutativen Ringes A. Zeige, daß
1 + x eine Einheit von A ist. Folgere, daß die Summe eines nilpotenten Elementes mit
einer Einheit wieder eine Einheit ist.

Aufgabe 1.2. Sei A ein kommutativer Ring und A[x] der Polynomring in der Variablen
x über A. Sei f = a0 + a1x+ · · ·+ amx

m ∈ A[x]. Zeige:

1. Das Polynom f ist genau dann eine Einheit in A[x], wenn a0 eine Einheit in A und
die a1, . . . , am nilpotent sind.
(Sei b0 +b1x+ · · ·+bnx

n ∈ A[x] eine Inverse von f . Zeige per Induktion über r, daß
ar+1
m bn−r = 0. Folgere daraus, daß am nilpotent ist und nutze dann Aufgabe 1.1.)

2. Das Polynom f ist genau dann nilpotent, wenn die a0, . . . , am nilpotent sind.

3. Das Polynom f ist genau dann ein Nullteiler, wenn ein a ∈ A \ {0} mit af = 0
existiert.
(Sei g = b0 + b1x + · · · + bnx

n ∈ A[x] \ {0} ein Polynom minimalen Grades mit
gf = 0. Dann ist ambn = 0, und damit auch amg = 0, denn (amg)f = 0 und amg
hat echt kleineren Grad als g. Folgere dann per Induktion über r, daß am−rg = 0.)

4. Das Polynom f ∈ A[x] heißt primitiv, wenn (a0, . . . , am) = (1). Sei g ∈ A[x] ein
weiteres Polynom.
Dann ist fg genau dann primitiv, wenn f und g primitiv sind.

Aufgabe 1.3. Verallgemeinere die Aussagen der Aufgabe 1.2 auf einen Polynomring
A[x1, . . . , xn] in mehreren Variablen.

Aufgabe 1.4. Sei A ein kommutativer Ring. Zeige, daß im Polynomring A[x] das Ja-
cobsonsche Radikal gleich dem Nilradikal ist.

Aufgabe 1.5. Sei A ein kommutativer Ring. Sei AJxK der Ring der formalen Potenz-
reihen f =

∞∑
m=0

amx
m mit Koeffizienten in A. Zeige:

1. Die Potenzreihe f ist genau dann eine Einheit in AJxK, wenn a0 eine Einheit in A
ist.
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2. Ist f nilpotent, ist am für alle m ∈ N0 nilpotent.
Gilt auch die Umkehrung? (Vergleiche mit Aufgabe 7.2 auf Seite 140.)

3. Die Potenzreihe f liegt genau dann im Jacobsonschen Radikal von AJxK, wenn a0
im Jacobsonschen Ideal von A liegt.

4. Sei m ein maximales Ideal in AJxK. Dann ist die Kontraktion m0 := A ∩ m ein
maximales Ideal in A und m ist das von m0 und x in AJxK erzeugte Ideal.

5. Jedes Primideal von A ist die Kontraktion eines Primideals von AJxK.
Aufgabe 1.6. Sei A ein kommutativer Ring, in dem jedes nicht im Nilradikal enthaltene
Ideal ein nicht triviales Idempotentes enthält, das heißt, ein Element e 6= 0, 1 mit e2 = e.
Zeige, daß das Nilradikal und das Jacobsonsche Radikal von A übereinstimmen.
Aufgabe 1.7. Sei A ein kommutativer Ring, in dem jedes Element x eine Gleichung
der Form xn = x für ein (von x abhängiges) n > 1 erfüllt. Zeige, daß jedes Primideal
von A maximal ist.
Aufgabe 1.8. Sei A ein kommutativer Ring, welcher nicht der Nullring ist. Zeige, daß
A ein bezüglich der Inklusion minimales Primideal besitzt.
Aufgabe 1.9. Sei a 6= (1) ein echtes Ideal eines kommutativen Ringes A. Zeige, daß a
genau dann mit seinem Wurzelideal übereinstimmt, wenn a ein Schnitt von Primidealen
ist.
Aufgabe 1.10. Sei A ein kommutativer Ring mit Nilradikal n. Zeige, daß folgende
Aussagen äquivalent sind:

1. Der Ring A besitzt genau ein Primideal.

2. Jedes Element von A ist entweder eine Einheit oder nilpotent.

3. Der Quotientenring A/n ist ein Körper.
Aufgabe 1.11. Sei A ein Boolescher Ring, das heißt ein kommutativer Ring, in dem
x2 = x für alle x ∈ A gilt. Zeige:

1. Für alle x ∈ A gilt 2x = 0.

2. Jedes Primideal p von A ist maximal und A/p ist ein Körper mit zwei Elementen.

3. Jedes endlich erzeugte Ideal von A ist ein Hauptideal.
Aufgabe 1.12. Sei A ein lokaler kommutativer Ring. Zeige, daß A außer 0 und 1 keine
idempotenten Elemente enthält.
Aufgabe 1.13. Sei A ein kommutativer Ring. Sei S die Menge aller Ideale von A,
in denen jedes Element ein Nullteiler ist. Zeige, daß im Falle A 6= 0 die Menge S
bezüglich der Inklusion maximale Elemente besitzt und daß jedes maximale Element
von S ein Primideal ist. Folgere, daß die Menge der Nullteiler von A eine Vereinigung
von Primidealen ist.
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A.2. Moduln
Aufgabe 2.1. Zeige, daß (Z/(m))⊗Z (Z/(n)) = 0, falls m,n teilerfremd sind.

Aufgabe 2.2. Sei A ein kommutativer Ring. Seien a ein Ideal in A undM ein A-Modul.
Zeige, daß der A-Modul (A/a)⊗AM isomorph zu M/aM ist.
(Tip: Tensoriere die exakte Sequenz 0→ a→ A→ A/a→ 0 mit M .)

Aufgabe 2.3. Sei A ein lokaler, kommutativer Ring. Seien M und N zwei endlich
erzeugte A-Moduln. Zeige, daß aus M ⊗N = 0 schon M = 0 oder N = 0 folgt.
(Tip: Sei m das maximale Ideal von A und k = A/m der Restklassenkörper. Nach Auf-

gabe 2.2 ist die Skalarerweiterung von M auf k gerade die Faser Mk = kA ⊗A M ∼=
M/mM = M(m). Folgere aus dem Nakajamaschen Lemma, daß aus Mk = 0 schon
M = 0 folgt. Ist M ⊗A N = 0 folgt auch (M ⊗A N)k = Mk ⊗k Nk = 0. Da k ein Körper
ist, muß daher schon Mk = 0 oder Nk = 0 folgen.)

Aufgabe 2.4. Sei A ein kommutativer Ring. Sei (Mi)i∈I eine Familie von A-Moduln.
Sei M := ⊕

i∈I
Mi ihre direkte Summe. Zeige, daß der A-Modul M genau dann flach ist,

wenn alle Mi flach sind.

Aufgabe 2.5. Sei A ein kommutativer Ring. Zeige, daß die Polynomalgebra A[x] eine
flache A-Algebra ist.
(Tip: Benutze Aufgabe 2.4.)

Aufgabe 2.6. Sei A ein kommutativer Ring. Für jeden A-ModulM seiM [x] die Menge
aller Polynome in x mit Koeffizienten in M , also Ausdrücken der Form m0 +m1x+ · · ·+
mnx

n mit mi ∈M . Zeige, daß M [x] mit der naheliegenden Definition der Multiplikation
mit Elementen aus A[x] ein A[x]-Modul wird.
Zeige weiter, daß M [x] ∼= A[x]⊗AM als A-Moduln.

Aufgabe 2.7. Sei A ein kommutativer Ring. Sei p ein Primideal in A. Zeige, daß p[x]
ein Primideal in A[x] ist.
Ist m[x] im allgemeinen ein maximales Ideal in A[x], wenn m ein maximales Ideal in

A ist?

Aufgabe 2.8. Sei A ein kommutativer Ring. Zeige:

1. Sind M und N flache A-Moduln, so ist auch M ⊗A N ein flacher A-Modul.

2. Ist B eine flache A-Algebra und N ein flacher B-Modul, so ist NA ein flacher
A-Modul.

Aufgabe 2.9. Sei A ein kommutativer Ring. Sei 0→M ′ →M →M ′′ → 0 eine exakte
Sequenz. Zeige: Sind M ′ und M ′′ endlich erzeugt, so ist auch M endlich erzeugt.

Aufgabe 2.10. Sei A ein kommutativer Ring. Sei a ein im Jacobsonschon Ideal von
A enthaltenes Ideal. Seien M ein A-Modul und N ein endlich erzeugter A-Modul. Sei
φ : M → N ein Homomorphismus von A-Moduln. Zeige: Ist der induzierte Homomor-
phismus M/aM → N/aN surjektiv, so ist auch φ surjektiv.
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Aufgabe 2.11. Sei A ein kommutativer Ring mit A 6= 0. Seien m,n ∈ N0.

1. Zeige: Sind Am und An isomorphe A-Moduln, so folgt m = n.
(Tip: Sei φ : Am ∼→ An ein Isomorphismus. Sei m ein maximales Ideal von A.
Sei k := A/m. Dann ist idk⊗φ : k ⊗ Am → k ⊗ An ein Isomorphismus von k-
Vektorräumen der Dimension m beziehungsweis n. Es folgt m = n.)

2. Zeige: Ist φ : Am → An eine surjektive A-lineare Abbildung, so folgt m ≥ n.

3. Sei φ : Am → An eine A-lineare Abbildung. Folgt aus der Injektivität von φ, daß
m ≤ n?

Aufgabe 2.12. Sei A ein kommutativer Ring. Seien M ein endlich erzeugter A-Modul
und φ : M → An eine surjektive A-lineare Abbildung. Zeige, daß der A-Modul kerφ
endlich erzeugt ist.
(Tip: Sei (e1, . . . , en) eine Basis von An. Wähle ui ∈ M mit φ(ui) = ei. Zeige, daß M

die direkte Summe von kerφ und dem von den ui erzeugten Untermodul ist.)

Aufgabe 2.13. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Sei N ein
B-Modul. Betrachte den B-Modul (NA)B = B⊗ANA. Zeige, daß die A-lineare Abildung
ι : N → (NA)B, y 7→ 1 ⊗ y injektiv ist und daß im ι ein direkter Summand von (NA)B
ist.
(Tip: Definiere π : (NA)B → N, b⊗ y 7→ by und zeige, daß (NA)B = im ι+ ker ρ.

A.3. Lokalisierungen von Ringen und Moduln
Aufgabe 3.1. Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines kommutativen
Ringes A. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Zeige, daß S−1M = 0 genau dann,
wenn ein s ∈ S mit sM = 0 existiert.

Aufgabe 3.2. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Sei S = 1 + a. Zeige, daß
S−1a im Jacobsonschen Radikal von S−1A enthalten ist.

Aufgabe 3.3. Sei A ein kommutativer Ring. Seien S, T ⊂ A zwei multiplikativ abge-
schlossene Teilmengen. Sei S−1T das Bild von T in S−1A. Zeige, daß die Ringe (ST )−1A
und (S−1T )−1S−1A isomorph sind.

Aufgabe 3.4. Sei φ : A → B ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Sei S ⊂
A multiplikativ abgeschlossen. Zeige, daß S−1(BA) und ((φ(S))−1B)S−1A isomorph als
S−1A-Algebren sind.

Aufgabe 3.5. Sei A ein kommutativer Ring. Für jedes Primideal p von A besitze Ap

kein nilpotentes Element außer 0. Zeige, daß A außer 0 kein nilpotentes Element besitzt.
Folgt aus der Tatsache, daß alle Halme Ap Integritätsbereiche sind, die Tatsache, daß

A ein Integritätsbereich ist?
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Aufgabe 3.6. Sei A ein kommutativer Ring mit A 6= 0. Sei S die Menge der mul-
tiplikativ abgeschlossenen Teilmengen S von A mit 0 /∈ S. Zeige, daß S bezüglich der
Inklusion maximale Elemente besitzt und daß S ∈ S genau dann maximal ist, falls A\S
ein minimales Primideal von A ist.

Aufgabe 3.7. Wir nennen eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S eines kom-
mutativen Ringes A gesättigt, falls aus xy ∈ S schon x ∈ S und y ∈ S folgt. Zeige:

1. Es ist S genau dann gesättigt, wenn A \ S eine Vereinigung von Primidealen ist.

2. Es gibt eine eindeutige, kleinste gesättigte multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
S̄ ⊂ A mit S ⊂ S̄, nämlich das Komplement der Vereinigung aller Primideale von
A, welche S nicht schneiden.
Es heißt S̄ die Sättigung von S.

Berechne die Sättigung einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge der Form 1+a,
wobei a ein Ideal von A ist.

Aufgabe 3.8. Sei A ein kommutativer Ring. Seien S, T ⊂ A zwei multiplikativ abge-
schlossene Teilmengen von A mit S ⊂ T . Sei φ : S−1A → T−1A, a

s
7→ a

s
. Zeige, daß die

folgenden Aussagen äquivalent sind:

1. Der Ringhomomorphismus φ ist bijektiv.

2. Für alle t ∈ T ist t
1 eine Einheit in S−1A.

3. Für alle t ∈ T existiert ein x ∈ A mit xt ∈ S.

4. Es ist T in der Sättigung S̄ von S enthalten (Aufgabe 3.7).

5. Für jedes Primideal p von A mit p ∩ T 6= ∅ gilt auch p ∩ S 6= ∅.

Aufgabe 3.9. Sei A ein kommutativer Ring. Die Menge S0 der regulären Elemente von
A ist eine gesättigte, multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Damit ist die Menge D
der Nullteiler von A eine Vereinigung von Primidealen nach Aufgabe 1.13 auf Seite 126.
Zeige, daß jedes minimale Primideal von A in D enthalten ist.
(Tip: Aufgabe 3.6.)
Der Ring S−1

0 A heißt der vollständige Quotientenring von A. Zeige:

1. Die Teilmenge S0 ist die größte multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S von A,
für die A→ S−1A injektiv ist.

2. Jedes Element in S−1
0 A ist entweder ein Nullteiler oder eine Einheit.

3. Ein kommutativer Ring A, in dem jede Nichteinheit ein Nullteiler ist, ist gleich
seinem vollständigen Quotientenring, das heißt A→ S−1

0 A ist ein Isomorphismus.
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Aufgabe 3.10. Sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Sei M ein A-Modul.
Für die Halme an allen maximalen Idealen m von A mit m ⊃ a gelte Mm = 0. Zeige, daß
M = aM .
(Tip: Gehe auf den A/a-Modul M/aM über und nutze die Lokalität der Trivialität

eines Moduls.)

Aufgabe 3.11. Sei A ein kommutativer Ring. Sei F := An als A-Modul. Zeige, daß jede
Menge von n Erzeugern von F als A-Modul schon eine Basis von F als A-Modul ist.
(Tip: Seien x1, . . . , xn Erzeuger von F . Sei (e1, . . . , en) die kanonische Basis von F .

Definiere φ : F → F durch φ(ei) = xi. Dann ist φ surjektiv. Es ist zu zeigen, daß φ ein
Isomorphismus ist. Da Injektivität eine lokale Eigenschaft ist, können wir annehmen,
daß A ein lokaler Ring ist. Sei etwa k = A/m der Restklassenkörper von A. Sei weiter
N = kerφ. Da F ein flacher A-Modul ist, führt die exakte Sequenz 0 → N → F

φ−→
F → 0 zu einer exakten Sequenz 0 → k ⊗ N → k ⊗ F

idk ⊗φ−−−→ k ⊗ F → 0. Es ist
k ⊗ F = kn ein n-dimensionaler k-Vektorraum. Aus der Surjektivität von idk⊗φ folgt
damit auch die Injektivität, also k ⊗ N = 0. Nach Aufgabe 2.12 auf Seite 128 ist N
weiter endlich erzeugt. Nach dem Nakayamaschen Lemma ist damit N = 0. Damit ist
φ ein Isomorphismus.)
Folgere, daß jede Erzeugermenge von F aus mindestens n Elementen bestehen muß.

A.4. Primärzerlegung
Aufgabe 4.1. Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kommutativen Ring A mit a =

√
a.

Zeige, daß a keine assoziierten eingebetteten Primideale besitzt.

Aufgabe 4.2. Zeige, daß in dem Polynomring Z[t] das Ideal m = (2, t) maximal ist.
Zeige weiter, daß das Ideal q = (4, t) ein m-primäres Ideal ist, aber keine Potenz von m.

Aufgabe 4.3. Sei K ein Körper. Seien p1 := (x, y), p2 := (x, z),m := (x, y, z) drei Ideale
im Polynomring K[x, y, z]. Zeige, daß p1, p2 Primideale sind und daß m ein maximales
Ideal ist.
Sei a = p1p2. Zeige, daß a = p1 ∩ p2 ∩ m2 eine minimale Primärzerlegung von a ist.

Welche Komponenten sind isoliert und welche eingebettet?

Aufgabe 4.4. Sei A ein kommutativer Ring. Zeige:

1. Ist a ein Ideal in A, so ist a[x] (vergleiche Aufgabe 2.6 auf Seite 127) die Erweiterung
von a nach A[x].

2. Seien p ein Primideal in A und q ein p-primäres Ideal. Dann ist q[x] ein p[x]-
primäres Ideal.
(Tip: Nach Aufgabe 2.7 auf Seite 127 ist p[x] ein Primideal. Nutze Aufgabe 1.2 auf
Seite 125.)
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3. Ist a =
n⋂
i=1

qi eine minimale Primärzerlegung eines Ideals a in A, so ist a[x] =
n⋂
i=1

qi[x] eine minimale Primärzerlegung von a[x].

4. Ist p ein zu einem zerlegbaren Ideal a assoziiertes isoliertes Primideal, so ist p[x]
ein zum Ideal a[x] assoziiertes isoliertes Primideal.

Aufgabe 4.5. SeiK ein Körper. Zeige, daß die Ideale pi := (x1, . . . , xi) vonK[x1, . . . , xn]
für 1 ≤ i ≤ n alle Primideale sind und daß ihre Potenzen alle Primärideale sind.
(Tip: Aufgabe 4.4 auf der vorherigen Seite.)

Aufgabe 4.6. Sei A ein kommutativer Ring. Sei D(A) die Menge der Primideale p von
A, für die ein a ∈ A existiert, so daß p ein minimales Element in der Menge Primideale
ist, die (0 : a) umfassen. Zeige:

1. Ein Element x ∈ A ist genau dann ein Nullteiler, wenn x ∈ p für ein p ∈ D(A).

2. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist D(S−1A) = {S−1p | p∩S = ∅, p ∈
D(A)}.

3. Ist das Nullideal zerlegbar, so ist D(A) die Menge der assoziierten Primideale von
0.

Aufgabe 4.7. Sei A ein kommutativer Ring. Für jedes Primideal p in A sei Sp(0) der
Kern des Strukturmorphismus’ A→ Ap. Zeige:

1. Sp(0) ⊂ p.

2. Es ist
√
Sp(0) = p genau dann, wenn p ein minimales Primideal von A ist.

3. Ist p′ ein Primideal in A mit p′ ⊂ p, so folgt Sp(0) ⊂ Sp′(0).

4. Sei D(A) wie in Aufgabe 4.6 definiert. Dann ist ⋂
p∈D(A)

Sp(0) = (0).

Aufgabe 4.8. Sei p ein Primideal in einem kommutativen Ring A. Sei Sp(0) wie in Auf-
gabe 4.7 definiert. Zeige:

1. Ist p ein minimales Primideal, so ist Sp(0) das kleinste p-primäre Ideal.

2. Sei a der Schnitt aller Sp(0), wobei p über alle minimalen Primideale von A läuft.
Dann ist a im Nilradikal von A enthalten.

3. Das Nullideal von A sei zerlegbar. Dann ist a = 0 genau dann, falls jedes zu (0)
assoziierte Primideal a isoliert ist.

Aufgabe 4.9. Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines kommutativen
Ringes A. Mit S(a) bezeichnen wir wie üblich die Sättigung eines Ideales a nach S. Zeige:
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1. Für je zwei Ideale a, b von A gilt S(a) ∩ S(b) = S(a ∩ b).

2. Für ein Ideal a von A gilt S(
√
a) =

√
S(a).

3. Für ein Ideal a von A gilt S(a) = (1) genau dann, wenn a ∩ S 6= ∅.

4. Seien S1, S2 ⊂ A multiplikativ abgeschlossen. Für ein Ideal a gilt dann S1(S2(a)) =
(S1S2)(a).

Sei a zerlegbar. Zeige, daß die Menge aller S(a), wobei S alle multiplikativ abgeschlos-
senen Teilmengen von A durchläuft, endlich ist.

Aufgabe 4.10. Sei p ein Primideal eines kommutativen Ringes A. Sei n ∈ N0. Die n-te
symbolische Potenz von p ist die Sättigung p(n) := Sp(pn), wobei Sp := A \ p. Zeige:

1. Es ist p(n) ein p-primäres Ideal.

2. Ist pn zerlegbar, so ist p(n) seine p-primäre Komponente.

3. Ist p(m)p(n) zerlegbar, so ist p(m+n) seine p-primäre Komponente.

4. Es ist p(n) = pn genau dann, wenn pn ein p-primäres Ideal ist.

Aufgabe 4.11. Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kommutativen Ring A. Sei p ein
maximales Element unter allen Idealen der Form (a : x) mit x ∈ A und x /∈ a. Zeige,
daß p ein zu a assoziiertes Primideal ist.

Aufgabe 4.12. Sei a ein zerlegbares Ideal in einem kommutativen Ring A. Sei S eine
isolierte Menge von zu a assoziierten Primidealen. Sei qS der Schnitt aller p-primären
Komponenten von a mit p ∈ S. Sei f ∈ A, so daß für alle zu a assoziierten Primideale
gilt, daß f ∈ p ⇐⇒ p /∈ S. Wir setzen Sf := {fn | n ∈ N0}. Zeige, daß qS = Sf (a) =
(a : fn) für alle n� 0.

Aufgabe 4.13. Sei A ein kommutativer Ring, in dem jedes Ideal zerlegbar ist. Zeige,
daß S−1A dieselbe Eigenschaft hat, wenn S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen ist.

Aufgabe 4.14. Sei A ein kommutativer Ring mit der folgenden Eigenschaft (L1): Zu
jedem Ideal a 6= (1) und zu jedem Primideal p in A existiert ein x /∈ pmit Sp(a) = (a : x),
wobei Sp := A \ p.
Zeige, daß dann jedes Ideal in A der Schnitt (möglicherweise unendlich vieler) primärer

Ideale ist.
(Tip: Sei p1 ein minimales Element der Menge aller Primideale, welche a umfassen.

Nach Aufgabe 4.8 auf der vorherigen Seite ist q1 = Sp1 . Weiter ist q1 = (a : x) für ein
x /∈ p1. Folgere, daß a = q1 ∩ (a + (x)).
Sei sodann a1 ein maximales Element unter allen Idealen b ⊃ a mit q1 ∩ b = a und

x ∈ a1, so daß a1 6⊂ p1. Wiederhole die Konstruktion diesmal mit a1 und so weiter.
Im n-ten Schritt haben wir a = q1 ∩ · · · ∩ qn ∩ an, wobei die qi Primärideale sind und

an maximal unter allen Idealen b mit b ⊃ an−1 = an ∩ qn, so daß a = q1 ∩ · · · ∩ qn ∩ b
und an 6⊂ pn.
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Sollte in irgendeinem Schnitt an = (1) gelten, hört die Konstruktion auf und a ist
folglich ein endlicher Schnitt primärer Ideale. Im anderen Fall fahre mit transfiniter
Induktion fort, und zwar unter Beachtung der Tatsache, daß jedes an das Ideal an−1 echt
enthält.)
Aufgabe 4.15. Betrachte folgende Eigenschaft (L2) kommutativer Ringe A: Ist a ein
Ideal von A und S1 ⊃ S2 ⊃ · · · eine absteigende Kette multiplikativ abgeschlossener
Teilmengen von A, so existiert ein n ∈ N0 mit Sn(a) = Sn+1(a) = · · ·.
Zeige, daß folgende Aussagen für einen kommutativen Ring A äquivalent sind:
1. Jedes Ideal in A ist zerlegbar.

2. Der Ring A erfüllt die Eigenschaften (L1) (siehe Aufgabe 4.14 auf der vorherigen
Seite) und (L2).

(Tip: Um aus der ersten die zweite Aussage zu folgern, benutze Aufgabe 4.9 auf
Seite 131 und Aufgabe 4.12 auf der vorherigen Seite.
Um aus der zweiten die erste Aussage zu folgern, gehe folgendermaßen vor: Gilt Sn =

Sp1∩· · ·∩Spn in der Notation von Aufgabe 4.14 auf der vorherigen Seite, so ist Sn∩an 6= ∅,
also Sn(an) = (1), also Sn(a) = q1∩ · · ·∩qn. Folgere mit (L2), daß die Kontruktion nach
einer endlichen Anzahl von Schritten aufhören muß.
Aufgabe 4.16. Sei p ein Primideal eines kommutativen Ringes A. Zeige, daß jedes
p-primäre Ideal das Ideal Sp(0) = ker(A→ Ap) umfaßt.
Erfülle A die folgende Bedingung: Für jedes Primideal p sei der Schnitt aller p-

primären Ideale gerade Sp(0). (Wir werden später sehen, daß alle sogenannten noether-
schen Ringe diese Bedingung erfüllen.) Seien weiter p1, . . . , pn paarweise verschiedene
Primideale von A, welche nicht minimal sind. Zeige, daß dann ein Ideal a existiert,
dessen assoziierte Primideale gerade p1, . . . , pn sind.
(Tip: Beweis per Induktion über n. Der Fall n = 1 ist trivial, denn wir können a =

p1 setzen. Sei also n > 1, und sei pn maximales Element der Menge p1, . . . , pn. Nach
Induktionsvoraussetzung existiert ein Ideal b und eine Primärzerlegung b = q1∩· · · qn−1,
wobei qi ein pi-primäres Ideal ist.
Angenommen, b ⊂ Spn(0). Sei dann p ein minimales Primideal von A mit p ⊂ pn.

Dann ist Spn(0) ⊂ Sp(0), also b ⊂ Sp(0). Ziehen der Wurzel liefert nach Aufgabe 4.7 auf
Seite 131, daß p1 ∩ · · · ∩ pn−1 ⊂ p, also pi ⊂ p für ein i < n, also pi = p, da p minimal
ist. Widerspruch, da kein pi minimal ist.
Also ist b 6⊂ Spn(0). Damit existiert ein pn-primäres Ideal qn mit b 6⊂ qn. Zeige, daß

a = q1 ∩ · · · ∩ qn die gewünschten Eigenschaften hat.)
Aufgabe 4.17. Sei A ein kommutativer Ring. Seien M ein A-Modul und N ⊂ M ein
Untermodul. Die Wurzel von N in M ist

√
NM := {x ∈ A | ∃q ∈ N0 : xqM ⊂ N}.

Zeige, daß
√
NM =

√
(N : M) =

√
ann(M/N). Insbesondere ist

√
NM ein Ideal von A.

Formuliere und beweise entsprechende Aussagen für √
M

wie in Proposition 6.27 auf
Seite 23.
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Aufgabe 4.18. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein A-Modul. Jedes Element x ∈
A definiert einen Endomorphismus φx : M → M,m 7→ xm von M . Das Element x
heißt regulär in M , falls φx injektiv ist, und andernfalls Nullteiler in M . Weiter heißt x
nilpotent in M , falls φx nilpotent ist, falls also φnx = 0 für ein n ∈ N0.
Ein Untermodul Q von M heißt primär, falls die Nullteiler in M/Q genau die nilpo-

tenten Elemente in M/Q sind.
Zeige, daß für einen primären Untermodul Q von M das Ideal (Q : M) ein primäres

Ideal ist und damit p :=
√
QM ein Primideal. Wir sagen in diesem Falle, daß Q ein

p-primärer Untermodul von M ist.
Formuliere und beweise entsprechende Aussagen für Q wie in Hilfssatz 23.11 auf Sei-

te 60 und Hilfssatz 23.12 auf Seite 60.

Aufgabe 4.19. Sei A ein kommutativer Ring. Seien M ein A-Modul und N ein Unter-
modul in M . Eine Primärzerlegung von N in M ist eine Darstellung N = Q1 ∩ · · · ∩Qn

von N als Schnitt primärer Untermoduln in M . Sie heißt minimal, falls alle pi :=
√
QiM

paarweise verschieden sind und falls Qi 6⊃
⋂
j 6=i

Qj für alle i.

Beweise die Entsprechung des ersten Eindeutigkeitssatzes 23.16, nämlich daß die Prim-
ideale pi nur von N und M abhängen. Diese heißen die zu N in M assoziierten Prim-
ideale. Zeige weiter, daß diese auch die Primideale sind, welche zu 0 in M/N assoziiert
sind.

Aufgabe 4.20. Formuliere und beweise entsprechende Aussagen für die Primärzerle-
gung von Moduln wie in Proposition 23.21 auf Seite 62, Proposition 24.1 auf Seite 62,
Proposition 24.4 auf Seite 63, Folgerung 24.5 auf Seite 63, Proposition 24.7 auf Seite 63,
Satz 24.10 auf Seite 64 und Folgerung 24.11 auf Seite 64.
(Tip: Ohne Einschränkung kann davon ausgegangen werden, daß N = 0.)

A.5. Ganzheit und Bewertungen
Aufgabe 5.1. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung kommutativer Ringe. Sei φ : A → L
ein Ringhomomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Körper L. Zeige, daß φ
zu einem Ringhomomorphismus ψ : B → L fortgesetzt werden kann.
(Tip: Satz 26.4 auf Seite 68.)

Aufgabe 5.2. Sei A ein kommutativer Ring. Sei φ : B → B′ ein Homomorphismus
kommutativer A-Algebren. Sei C eine weitere A-Algebra. Zeige: Ist φ ganz, so ist auch
φ⊗ idC : B ⊗A C → B′ ⊗A C ganz.

Aufgabe 5.3. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung kommutativer Ringe. Sei n ein maxi-
males Ideal von B und m := A ∩ n das entsprechende maximale Ideal von A. Ist Bn in
jedem Falle ganz über Am?
(Tip: Betrachte die Ringerweiterung K[x2 − 1] ⊂ K[x] für einen Körper K, und sei

n = (x− 1). Kann das Element 1
x+1 ganz sein?)

Aufgabe 5.4. Sei A ⊂ B eine ganze Erweiterung kommutativer Ringe. Zeige:
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1. Ist x ∈ A eine Einheit in B, so ist x auch eine Einheit in A.

2. Ist k das Jacobsonsche Radikal von B, so ist die Kontraktion j := A ∩ k das
Jacobsonsche Radikal von A.

Aufgabe 5.5. Sei A ein kommutativer Ring. Seien B1, . . . , Bn ganze kommutative A-
Algebren. Zeige, daß

n∏
i=1

Bi eine ganze A-Algebra ist.

Aufgabe 5.6. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe, so daß S := B \ A in
B multiplikativ abgeschlossen ist. Zeige, daß dann A ganz abgeschlossen in B ist.

Aufgabe 5.7. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Sei C der ganze Ab-
schluß von A in B. Seien f, g ∈ B[x] normierte Polynome mit fg ∈ C[x]. Zeige, daß
dann auch f, g ∈ C[x].
(Tip: Sei B ⊂ D eine Ringerweiterung, in dem f und g in Linearfaktoren zerfallen,

etwa f = ∏(x− ai) und g = ∏(x− bj). Die ai, bj sind Wurzeln von fg und damit ganz
über C. Damit sind die Koeffizienten von f, g ganz über C.)

Aufgabe 5.8. Sei A ⊂ B eine Erweiterung kommutativer Ringe. Sei C der ganze Ab-
schluß von A in B. Zeige, daß dann C[x] der ganze Abschluß von A[x] in B[x] ist.
(Tip: Ist f ∈ B[x] ganz über A[x], so ist

fm + g1f
m−1 + · · ·+ gm = 0

für gewisse gi ∈ A[x]. Sei r � 0 eine ganze Zahl. Sei f1 := f − xr, also

(f1 + xr)m + g1(f + xr)m−1 + · · ·+ gm = 0,

das heißt
fm1 + h1f

m−1
1 + · · ·+ hm = 0

für gewisse hi ∈ A[x], wobei hm = (xr)m+g1(xr)m−1 + · · ·+gm. Wende jetzt Aufgabe 5.7
auf die Polynome −f1 und fm−1

1 + h1f
m−2
1 + · · ·+ hm−1 an.

Aufgabe 5.9. Sei G eine endliche Gruppe von Automorphismen eines kommutativen
Ringes A. Sei AG der Unterring der G-Invarianten, das heißt derjenigen Elemente x ∈ A
für die g(x) = x für alle g ∈ G.

1. Zeige, daß A ganz über AG ist.
(Tip: Sei x ∈ A. Überlege Dir, daß x Wurzel des Polynoms ∏

g∈G
(t− g(x)) in t ist.)

2. Sei S eine G-invariante multiplikativ abgeschlossene Teilmenge in A, das heißt
g(S) ⊂ S für alle g ∈ G. Sei SG := S ∩AG. Zeige, daß sich die Wirkung von G auf
A zu einer Wirkung auf S−1A fortsetzen läßt und daß (SG)−1AG ∼= (S−1A)G.
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Aufgabe 5.10. Sei G eine endliche Gruppe von Automorphismen eines kommutativen
Ringes A. Sei p ein Primideal in AG. Sei Q die Menge aller Primideale q von A mit
p = AG ∩ q. Zeige, daß G auf Q transitiv operiert, und folgere, daß Q endlich ist.
(Tip: Seien q1, q2 ∈ Q und x ∈ q1. Dann ist ∏

g∈G
g(x) ∈ AG∩q1 = p ⊂ q2, also g(x) ∈ q2

für ein g ∈ G. Folgere, daß q1 ⊂
⋃
g∈G

g(p2), und wende dann Proposition 6.17 auf Seite 22

und Folgerung 26.3 auf Seite 68 an.)

Aufgabe 5.11. Sei A ⊂ B eine endlich erzeugte Erweiterung von Integritätsbereichen.
Zeige, daß ein s ∈ A \ {0} und eine A-Algebra B′ ⊂ B mit B′ ∼= A[y1, . . . , yn] existieren,
so daß B[s−1] ganz über B′[s−1] ist.
(Tip: Sei S := A \ {0}, das heißt K = S−1A ist der Quotientenkörper von A. Dann

ist S−1B eine endlich erzeugte K-Algebra, und nach Proposition 25.14 auf Seite 67
existieren damit x1, . . . , xn ∈ S−1B, so daß K[x1, . . . , xn] ⊂ S−1B der Polynomring
über K in n Variablen ist und daß S−1B ganz über K[x1, . . . , xn] ist. Seien z1, . . . , zm
Erzeuger von B als kommutative A-Algebra. Dann sind die zi, aufgefaßt als Element in
S−1B ganz über K[x1, . . . , xn]. Schreibe Ganzheitsbedingungen für die zj hin, und zeige,
daß ein s ∈ S existiert, so daß xi = yi

s
mit yi ∈ B und so daß szj ganz über B′ ist.

Folgere, daß dieses s die geforderte Eigenschaft hat.)

Aufgabe 5.12. Seien A ⊂ B eine endlich erzeugte Erweiterung von Integritätsbereichen.
Zeige, daß ein s ∈ A\{0} existiert, so daß jeder Ringhomomorphismen φ : A→ L in einen
algebraisch abgeschlossenen Körper L mit φ(s) 6= 0 zu einem Ringhomomorphismus
B → L fortgesetzt werden kann.
(Tip: Mit den Bezeichnungen des von Aufgabe 5.11 kann φ zunächst auf B′ fortgesetzt

werden, etwa indem alle yi auf 0 geschickt werden. Sodann kann φ weiter auf B′[s−1]
fortgesetzt werden, da φ(s) ∈ L×, schließlich auf B[s−1] nach Aufgabe 5.1 auf Seite 134,
da B[s−1] ganz über B′[s−1] ist.)

Aufgabe 5.13. Sei A ⊂ B eine endlich erzeugte Erweiterung von Integritätsbereichen.
Zeige: Ist das Jacobsonsche Radikal von A das Nullideal, so ist auch das Jacobsonsche
Radikal von B das Nullideal.
(Tip: Sei v ∈ B \ {0}. Wir müssen zeigen, daß ein maximales Ideal n von B mit v /∈ n

existiert. Anwenden von Aufgabe 5.12 auf die Ringerweiterung A ⊂ B[v−1] liefert ein
Element s ∈ A \ {0}. Sei m ein maximales Ideal von A mit s /∈ m. Seien k := A/m
und L ein algebraischer Abschluß von k. Die Projektion A � k setzt sich zu einem
Ringhomomorphismus ψ : B[v−1] → L fort. Zeige, daß ψ(v) 6= 0 und daß B ∩ kerψ ein
maximales Ideal von B ist.)

Aufgabe 5.14. Zeige, daß folgende Aussagen über einen kommutativen Ring A äqui-
valent sind:

1. Jedes Primideal in A ist Schnitt maximaler Ideale in A.

2. Ist φ : A→ B ein Homomorphismus kommutativer Ringe, so ist das Nilradikal in
φ(A) gleich dem Jacobsonschen Radikal.
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3. Jedes Primideal p in A, welches nicht maximal ist, ist Schnitt aller Primideale,
welche p echt enthalten.

(Tip: Der schwierige Teil ist es, die erste Aussage aus der dritten zu folgern: Ange-
nommen, die dritte Aussage sei wahr, allerdings gebe es ein Primideal p, welches nicht
Schnitt maximaler Ideale ist. In dem wir von A nach A/p übergehen, können wir an-
nehmen, daß A ein Integritätsbereich mit Jacobsonschen Radikal j 6= (0) ist. Sei f ∈ j
mit f 6= 0. Dann ist Af nicht der Nullring, besitzt also ein maximales Ideal m. Für seine
Kontraktion p := A ∩ m in A gilt dann, daß f /∈ p und daß p maximal mit dieser Ei-
genschaft ist. Es ist p kein maximales Ideal in A, ist aber auch nicht gleich dem Schnitt
aller Primideale, welche p echt enthalten.)
Ein kommutativer Ring A, welcher diese drei äquivalenten Aussagen erfüllt heißt ein

Jacobsonscher Ring.

Aufgabe 5.15. Sei A ein Jacobsonscher Ring (siehe Aufgabe 5.14 auf der vorherigen
Seite). Sei B eine kommutative A-Algebra. Zeige:

1. Ist B ganz über A, so ist B ein Jacobsonscher Ring.

2. Ist B endlich erzeugt über A, so ist B ebenfalls ein Jacobsonscher Ring.
(Tip: Aufgabe 5.13 auf der vorherigen Seite.)

Aufgabe 5.16. Sei A ein kommutativer Ring. Zeige, daß die folgenden beiden Aussagen
äquivalent sind:

1. Es ist A ein Jacobsonscher Ring.

2. Jede endlich erzeugte kommutative A-Algebra B, welche ein Körper ist, ist endlich
über A.

(Tip: Um aus der ersten die zweite Aussage zu folgern: Reduziere auf den Fall, daß A
ein Unterring von B ist. Nutze dann Aufgabe 5.12 auf der vorherigen Seite. Ist s ∈ A\{0}
wie dort, so existiert ein maximales Ideal m von A mit s /∈ m, und die Projektion A �
A/m =: K setzt sich zu einem Ringhomomorphismus ψ : B → L in einen algebraischen
Abschluß L von K fort. Da B ein Körper ist, ist ψ injektiv und φ(B) ist algebraisch
über K und damit endlich algebraisch über K.
Um aus der zweiten die erste Aussage zu folgern: Benutze die dritte Charakterisierung

aus Aufgabe 5.14 auf der vorherigen Seite. Sei p ein Primideal von A, welches nicht
maximal ist, und sei B := A/p. Sei f ∈ B \ {0}. Dann ist B[f−1] eine endlich erzeugte
A-Algebra. Wäre B[f−1] ein Körper, wäre es endlich über B, also ganz über B, also
wäre B ein Körper nach Proposition 26.1 auf Seite 68 im Widerspruch dazu, daß p kein
maximales Ideal ist. Also ist B[f−1] kein Körper, besitzt also ein nicht triviales Primideal
q, so daß p′ := B ∩ q ein nicht triviales Primideal mit f /∈ p′ ist.)

Aufgabe 5.17. Sei A ⊂ B eine Erweiterung lokaler Ringe. Wir sagen, B dominiere A,
falls das maximale Ideal m von A im maximalen Ideal n von B enthalten ist. (Dies ist
äquivalent zu m = A ∩ n.)
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Sei K ein Körper. Sei S die Menge aller Unterringe von K, welche lokal sind. Die
Menge S wird durch die Dominanzbeziehung teilweise geordnet. Zeige, daß S maximale
Elemente besitzt und daß ein Element A ∈ S genau dann maximal ist, wenn A ein
Bewertungsring von K ist.
(Tip: Satz 28.8 auf Seite 72.)

Aufgabe 5.18. Sei A ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper K. Zeige, daß die
folgenden beiden Aussagen äquivalent sind:

1. Es ist A ein Bewertungsring für K.

2. Für je zwei Ideale a, b von A gilt a ⊂ b oder b ⊂ a.

Folgere dann: Ist A ein Bewertungsring und p ein Primideal von A, so sind auch Ap

und A/p Bewertungsringe (ihrer jeweiligen Quotientenkörper).

Aufgabe 5.19. Sei A ein Bewertungsring mit Quotientenkörper K. Zeige, daß jeder
Unterring B von K mit A ⊂ B ein lokaler Ring von A ist, das heißt eine Lokalisierung
von A an einem Primideal p.

Aufgabe 5.20. Sei A ein Bewertungsring mit Quotientenkörper K. Die Gruppe A× der
Einheiten von A bildet eine Untergruppe vonK×. Sei G := logK×/A× die Faktorgruppe,
additiv geschreiben.
Zeige, daß durch die Setzung log[x]A× ≥ log[y]A× ⇐⇒ xy−1 ∈ A für x, y ∈ K× eine

Ordnung von G definiert wird, welche mit der Gruppenstruktur verträglich ist, das heißt
ξ ≥ η =⇒ ξ + ω ≥ η + ω für alle ξ, η, ω ∈ G.
Sei ν : K → G ∪ {∞} durch ν(x) = log[x]A× für x ∈ K× und ν(0) = ∞ definiert.

Zeige, daß ν(x+ y) ≥ min(ν(x), ν(y)) für alle x, y ∈ K.

Aufgabe 5.21. Sei umgekehrt G eine vollständig geordnete abelsche Gruppe (additiv
geschrieben). Sei K ein Körper. Eine Bewertung auf K mit Werten in G ist eine Abbil-
dung ν : K → G ∪ {∞} mit ν(xy) = ν(x) + ν(y) und ν(x + y) ≥ min(ν(x), ν(y)) und
ν(x) =∞ ⇐⇒ x = 0 für alle x, y ∈ K. Zeige, daß die Menge der Elemente x ∈ K mit
ν(x) ≥ 0 ein Bewertungsring von K ist.
Dieser Ring ist der Bewertungsring von ν und die Untergruppe ν(K×) von G ist die

Bewertungsgruppe von ν. Im wesentlichen sind also die Konzepte „Bewertungsring“ und
„Bewertung“ äquivalent.

Aufgabe 5.22. Sei G eine vollständig geordnete abelsche Gruppe. Eine Untergruppe H
von G heißt isoliert, falls aus 0 ≤ β ≤ α mit β ∈ G,α ∈ H auch β ∈ H folgt.
Sei A ein Bewertungsring mit Bewertungsgruppe G von K (siehe Aufgabe 5.21). Sei

ν : K → G ∪ {∞} die Bewertung.
Sei p ein Primideal von A. Zeige, daß ν(A \ p) alle Elemente x mit x ≥ 0 einer

isolierten Untergruppe H(p) durchläuft. Zeige weiter, daß so eine injektive Zuordnung
von der Menge der Primideale von A in die Menge der isolierten Untergruppen von G
definiert wird.
Was sind die Bewertungsgruppen der Bewertungsringe A/p und Ap für ein Primideal

p?
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Aufgabe 5.23. Sei G eine vollständig geordnete abgeschlossene Gruppe. Sei F ein
beliebiger Körper. Mit A := F [G] bezeichnen wir die Gruppenalgebra von G über F :
Es besitzt A als F -Vektorraum eine Basis (xα)α∈G mit xαxβ = xαβ. Zeige, daß A ein
Integritätsbereich ist.
Ist u = a1xα1 + · · · + anxαn ∈ A mit ai ∈ F× und α1 < · · · < αn, so definieren wir

ν0(u) := α1. Zeige, daß die Abbildung ν0 : A \ {0} → G die Bedingungen ν0(xy)ν0(x) +
ν0(y) und ν0(x+ y) ≥ min(ν(x), ν(y)) für x, y ∈ A \ {0} mit x+ y 6= 0 erfüllt.
Sei K der Quotientenkörper A. Zeigen Sie, daß ν0 eindeutig zu einer Bewertung ν auf

K mit Bewertungsgruppe G fortgesetzt werden kann.

A.6. Kettenbedingungen
Aufgabe 6.1. Sei A ein Ring. Sei φ : M → M ein Endomorphismus eines A-Moduls.
Zeige:

1. Ist φ surjektiv und M noethersch, so ist φ ein Isomorphismus.
(Tip: Betrachte die Kette der Untermoduln ker(φn).)

2. Ist φ injektiv und M artinsch, so ist φ ein Isomorphismus.
(Tip: Betrachte die Kette der Untermoduln im(φn).)

Aufgabe 6.2. Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. Jede nicht leere Menge endlich
erzeugter Untermoduln vonM besitze ein maximales Element. Zeige, daßM noethersch
ist.

Aufgabe 6.3. Sei A ein Ring. Sei M ein A-Modul. Seien N1, N2 Untermoduln von M .
Zeige, daß M/(N1 ∩N2) noethersch ist, wenn M/N1 und M/N2 noethersch sind.
Formuliere und beweise die entsprechende Aussage für artinsche Moduln.

Aufgabe 6.4. Sei A ein Ring. Zeige: Ist M ein noetherscher A-Modul, so ist A/ annM
ein noetherscher Ring.
Ist die entsprechende Aussage für artinsche Moduln wahr?

Aufgabe 6.5. Sei A ein noetherscher Ring. Zeige, daß A nur endlich viele minimale
Primideale besitzt.
(Tip: Angenommen, daß Nilradikal läßt sich nicht als Schnitt endlich vieler Primideale

schreiben. Dann gibt es ein maximales Wurzelideal a, welches nicht Schnitt endlich
vieler Primideale ist. Ein Wurzelideal läßt sich nach Aufgabe 1.9 auf Seite 126 aber
immer als Schnitt (eventuell unendlich vieler) Primideale schreiben. Führe dies zu einem
Widerspruch. Folglich existieren endlich viele Primideale p1, . . . , pn mit

√
(0) = p1∩· · ·∩

pn. Ist dann q ein minimales Primideal, so ist damit p1 ∩ · · · ∩ pn ⊂ q, also pi ⊂ q für ein
i, also pi = q.)
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A.7. Noethersche Ringe
Aufgabe 7.1. Sei A ein nicht noetherscher kommutativer Ring. Zeige, daß die Menge
S der nicht endlich erzeugten Ideale von A ein maximales Element besitzt und daß
maximale Elemente Primideale sind.
(Tip: Sei a ein maximales Element von S. Seien x, y ∈ A mit xy ∈ a, aber x, y /∈ a.

Zeige, daß ein endlich erzeugtes Ideal a0 ⊂ a mit a0 +(x) = a+(x) und a = a0 +x ·(a : x)
existiert. Da a ( (a : x), kann a nicht maximal sein. Widerspruch.)
Folgere, daß ein kommutativer Ring, in dem jedes Primideal endlich erzeugt ist, ein

noetherscher Ring ist.

Aufgabe 7.2. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Zeige, daß eine Potenzreihe
f =

∞∑
n=0

anx
n ∈ AJxK genau dann nilpotent ist, wenn alle an nilpotent sind.

Aufgabe 7.3. Sei a ein irreduzibles Ideal in einem kommutativen Ring A. Zeige, daß
die folgenden Aussagen äquivalent sind:

1. Das Ideal a ist ein Primärideal.

2. Für jede mutliplikativ abgeschlossene Teilmenge S von A existiert ein x ∈ S mit
A ∩ S−1a = (a : x).

3. Für alle x ∈ A ist die Kette (a : x) ⊂ (a : x2) ⊂ · · · stationär.

Aufgabe 7.4. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Seien weiter B ei-
ne endlich erzeugte kommutative A-Algebra und G eine endliche Gruppe von A-
Algebrenautomorphismen von B. Zeige, daß BG := {y ∈ B | ∀g ∈ G : g(y) = y}
eine endlich erzeugte A-Algebra ist.

Aufgabe 7.5. Sei K ein endlich erzeugter kommutativer Ring, das heißt K ist endlich
erzeugt als Z-Algebra. Zeige: Ist K ein Körper, so ist K ein endlicher Körper.
(Tip: Ist K von Charakteristik 0, so haben wir Z ⊂ Q ⊂ K. Da K endlich über

Z erzeugt ist, ist K dann auch endlich über Q erzeugt, und ist nach Folgerung 28.11
auf Seite 74 damit ein endlich erzeugter Q-Vektorraum. Leite aus Proposition 31.10 auf
Seite 81 dann einen Widerspruch her.
Also ist K von positiver Charakteristik p, also endlich erzeugt als Z/(p)-Algebra.

Nutze wieder Folgerung 28.11 auf Seite 74.)

Aufgabe 7.6. Sei A ein kommutativer Ring, so daß A[x] noethersch ist. Ist dann auch
A noethersch?

Aufgabe 7.7. Sei A ein kommutativer Ring. Seien die Halme Am für alle maximalen
Ideale m von A noethersch. Sei weiter für alle x ∈ A \ {0} die Menge der maximalen
Ideale mit x ∈ m endlich. Zeige, daß A noethersch ist.
(Tip: Sei a 6= (0) ein Ideal in A. Seien m1, . . . ,mr die maximalen Ideale, welche a

umfassen. Wähle x0 ∈ a 6= (0). Seien m1, . . . ,mr+s diejenigen maximalen Ideale, welche
x0 enthalten. Da mr+1, . . . ,mr+s das Ideal a nicht umfassen, existieren xj ∈ a mit xj /∈
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mr+j für 1 ≤ j ≤ s. Da die Ami
noethersch sind, sind die Ami

a endlich erzeugt. Damit
existieren xs+1, . . . , xt ∈ a, deren Bilder in Ami

die Ami
a für 1 ≤ i ≤ r erzeugen. Sei

a0 = (x0, . . . , xt). Zeige, daß Ama0 = Ama für alle maximalen Ideale m von A und folgere
mit Proposition 21.2 auf Seite 55, daß a0 = a.)

Aufgabe 7.8. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein noetherscher A-Modul. Zeige,
daß M [x] (siehe Aufgabe 2.6 auf Seite 127) ein noetherscher A[x]-Modul ist.

Aufgabe 7.9. Sei A ein kommutativer Ring, so daß der Halm Ap für jedes Primideal
ein noetherscher Ring ist. Ist dann A notwendigerweise auch noethersch?

Aufgabe 7.10. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein noetherscher A-Modul. Zeige,
daß jeder Untermodul N von M eine Primärzerlegung in M besitzt (siehe Aufgabe 4.19
auf Seite 134).
(Tip: Imitiere die Beweise von Hilfssatz 32.2 auf Seite 82 und Hilfssatz 32.3 auf Sei-

te 82.)

Aufgabe 7.11. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Sei M ein endlich erzeugter
A-Modul. Zeige, daß für ein Primideal p von A die folgenden Aussagen äquivalent sind:

1. Das Primideal p ist zu 0 in M assoziiert.

2. Es existiert ein x ∈M mit ann(x) = p.

3. Es existiert ein Untermodul N von M mit N ∼= A/p.

Folgere, daß eine Kette von Untermoduln 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mr = M existiert,
so daß jeder Quotient Mi+1/Mi von der Form A/pi mit einem Primideal pi in A ist.

Aufgabe 7.12. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Seien a =
r⋂
i=1

bi =
s⋂
j=1

cj

zwei minimale Zerlegungen eines Ideals a in irreduzible Ideale. Zeige, daß r = s und daß
eine Permutation σ ∈ Sn mit

√
bi = √cσ(i) existiert.

(Tip: Zeige, daß für alle 1 ≤ i ≤ r ein j mit a = b1 ∩ · · · ∩ bi−1 ∩ cj ∩ bi+1 ∩ · · · br
existiert.)
Formuliere und beweise eine entsprechende Aussage für Moduln.

Aufgabe 7.13. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Mit F(A) bezeichnen wir
die Menge der Isomorphieklassen [M ] endlich erzeugter A-Moduln M . Sei C die durch
F(A) frei erzeugte abelsche Gruppe, das heißt Elemente in C sind formale (endliche) Z-
Linearkombinationen von Isomorphieklassen endlich erzeugter A-Moduln. Jeder exakten
Sequenz 0→M ′ →M →M ′′ → 0 endlich erzeugter A-Moduln ordnen wir das Element
[M ]− [M ′]− [M ′′] ∈ C zu. Sei D die von diesen Elementen für alle exakten Sequenzen
erzeugte Untergruppe. Die Quotientengruppe K(A) := C/D heißt die Grothendiecksche
Gruppe von A. Für jeden endlich erzeugten A-Modul A bezeichnen wir mit γ(M) =
γA(M) das Bild von [M ] in K(A). Zeige:
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1. Für jede additive Funktion λ mit Werten in einer abelschen Gruppe G, welche
auf der Klasse der endlich erzeugten A-Moduln definiert ist, existiert genau ein
Gruppenhomorphismus λ0 : K(A) → G mit λ(M) = λ0(γ(M)) für alle endlich
erzeugten A-Moduln M .

2. Zeige, daß K(A) von Elementen der Form γ(A/p) erzeugt wird, wobei p ein Prim-
ideal in a ist.
(Tip: Aufgabe 7.11 auf der vorherigen Seite.)

3. Zeige, daß K(A) ∼= Z, wenn A ein Körper oder allgemeiner ein Hauptidealbereich
ist.

4. Sei f ∗ : A → B ein endlicher Homomorphismus noetherscher kommutativer Rin-
ge. Zeige, daß ein Gruppenhomomorphismus f! : K(B) → K(A) mit f!(γB(N)) =
γA(NA) für alle endlich erzeugten B-Moduln N existiert.
Sei g∗ : B → C ein weiterer Homomorphismus noetherscher kommutativer Ringe.
Zeige, daß (f ◦ g)! = f! ◦ g! : K(C)→ K(A)..

A.8. Artinsche Ringe
Aufgabe 8.1. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Sei (0) = q1 ∩ · · · ∩ qn eine
minimale Primärzerlegung des Nullideals. Sei pi := √qi. Mit p(r)

i bezeichnen wir die r-te
symbolische Potenz von pi wie in Aufgabe 4.10 auf Seite 132. Zeige, daß für alle i ein
ri ∈ N0 mit p(ri)

i ⊂ qi existiert.
Im Falle, daß qi eine isolierte Primärkomponente ist, ist Api

ein artinscher lokaler Ring
mit maximalem Ideal mi. Wir haben daher mr

i = 0 für r � 0. Daraus folgt qi = p
(r)
i für

r � 0.
Ist umgekehrt qi eine eingebettete Primärkomponente, so ist Api

nicht artinsch, die
Potenzen mr

i sind also alle unterschiedlich, so daß ebenfalls die p(r)
i unterschiedlich sind.

Damit kann in der gegebenen Primärzerlegung qi durch irgendeines der pi-primären
Ideale p

(r)
i mit r ≥ ri ersetzt werden, so daß es unendlich viele verschiedene minimale

Primärzerlegungen des Nullideals gibt, welche sich nur in der pi-Komponente unterschei-
den.

Aufgabe 8.2. Seien F ein Körper und A eine endlich erzeugte kommutative F -Algebra.
Zeige, daß die beiden folgenden Aussagen äquivalent sind:

1. Es ist A ein artinscher Ring.

2. Es ist A eine endliche F -Algebra.

(Tip: Um aus der ersten die zweite Aussage zu folgern, benutze Satz 33.15 auf Seite 86,
um sich auf den Fall eines artinschen lokalen Ringes einschränken zu können. Nach
Folgerung 28.11 auf Seite 74 ist der Restklassenkörper von A eine endliche Erweiterung
von F . Dann nutze aus, daß A als A-Modul endliche Länge hat.
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Um aus der zweiten die erste Aussage zu folgern, nutze aus, daß die Ideale in A unter
anderem F -Vektorräume sind und daher die absteigende Kettenbedingung erfüllen.)

Aufgabe 8.3. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Seien p ein Primideal und
q ein p-primäres Ideal in A. Betrachte Ketten von Primäridealen von q nach p. Zeige,
daß die Länge dieser Ketten nach oben beschränkt ist und daß alle maximalen Ketten
dieselbe Länge besitzen.

A.9. Diskrete Bewertungsringe und Dedekindsche Bereiche
Aufgabe 9.1. Sei A ein Dedekindscher Bereich. Sei S ⊂ A multiplikativ abgeschlossen.
Zeige, daß S−1A entweder ein Dedekindscher Bereich oder der Quotientenkörper von A
ist.
Sei jetzt S 6= A\{0}. Ist r ein nicht verschwindendes gebrochenes Ideal in A bzw. S−1A

bezeichnen wir mit [r] sein Bild in der Idealklassengruppe von A bzw. S−1A. Zeige, daß
C(A)→ C(S−1A), [r] 7→ [S−1r] ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 9.2. Sei A ein Dedekindscher Bereich. Ist f = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ A[x]

ein Polynom über A, so heißt das Ideal cont(f) := (a0, · · · , an) der Inhalt von f . Zeige
das Gaußsche Lemma, nämlich daß cont(fg) = cont(f) cont(g) für f, g ∈ A[x].
(Tip: Lokalisiere an jedem maximalen Ideal.)

Aufgabe 9.3. Sei A ein Bewertungsring, welcher kein Körper ist. Zeige, daß A genau
dann noethersch ist, wenn A ein diskreter Bewertungsring ist.

Aufgabe 9.4. Sei (A,m) ein lokaler Integritätsbereich, welcher kein Körper ist. Sei m
ein Hauptideal, und sei

∞⋂
n=0

mn = 0. Zeige, daß A ein diskreter Bewertungsring ist.

Aufgabe 9.5. Sei A ein Dedekindscher Bereich. Sei a ein Ideal in A. Zeige, jedes Ideal
im Ring A/a ein Hauptideal ist.
Folgere, daß jedes Ideal in A von höchstens zwei Elementen erzeugt werden kann.

Aufgabe 9.6. Sei A ein Dedekindscher Bereich. Seien a, b, c drei Ideale von A. Zeige:

1. a ∩ (b + c) = (a ∩ b) + (a ∩ c).

2. a + (b ∩ c) = (a + b) ∩ (a + c).

(Tip: Lokalisiere.)

Aufgabe 9.7 (Chinesischer Restsatz). Sei A ein Dedekindscher Bereich. Seien a1, . . . , an
Ideale in A und x1, . . . , xn ∈ A. Zeige dann, daß das System x = xi (mod ai) von
Kongruenzen genau dann eine Lösung x ∈ A in A besitzt, wenn xi = xj (mod ai + aj)
für alle i 6= j.
(Tip: Die Aussage ist äquivalent zur Exaktheit der A-Modulsequenz

A
φ−→
⊕
i

A/ai
ψ−→
⊕
i<j

A/(ai + aj),
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wobei die i-te Komponente von φ(a) durch x + ai und die (i, j)-te Komponente von
ψ(x1 + a1, . . . , xn + an) durch xi − xj + ai + aj gegeben ist.
Um zu zeigen, daß diese Sequenz exakt ist, reicht es zu zeigen, daß ihre Lokalisierung

an jedem Primideal p 6= (0) exakt ist. Mit anderen Worten können wir also annehmen,
daß A ein diskreter Bewertungsring ist. Dann ist die Aussage einfach.)

A.10. Vervollständigungen
Aufgabe 10.1. Sei p eine Primzahl. Sei αn : Z/(p) ↪→ Z/(pn), [x](p) 7→ [pn−1x](pn). Seien
A :=

∞⊕
n=1

Z/(p) und B :=
∞⊕
n=1

Z/(pn). Sei α : A ↪→ B, (ξ1, ξ2, . . . ) 7→ (α1(ξ1), α2(ξ2), . . . ).
Zeige, daß die p-adische Vervollständigung von A wieder A ist. Zeige weiter, daß die
Vervollständigung von A bezüglich der von der p-adischen Topologie auf B induzierten
Topologie durch

∞∏
n=1

Z/(p) gegeben ist.
Folgere, daß die p-adische Vervollständigung kein rechtsexakter Funktor auf der Ka-

tegorie aller Z-Moduln ist.

Aufgabe 10.2. In den Bezeichnungen von Aufgabe 10.1 sei An := α−1(Bpn). Betrachte
die exakten Sequenzen

0→ An → A→ A/An → 0.
Zeige, daß lim←− kein rechtsexakter Funktor ist, und berechne lim←−

n

1An.

Aufgabe 10.3. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring. Sei M ein
endlich erzeugter A-Modul. Zeige mit Satz 42.9 auf Seite 109 und Aufgabe 3.10 auf
Seite 130, daß

∞⋂
n=1

anM =
⋂
m⊃a

ker(M →Mm),

wobei m über alle maximalen Ideale läuft, welche a enthalten.

Aufgabe 10.4. Sei a ein Ideal in einem noetherschen kommutativen Ring A. Für jedes
x ∈ A bezeichnen wir mit x̂ das Bild unter dem kanonischen Homomorphismus A →
Â = Âa. Zeige, daß x̂ ein reguläres Element in Â ist, wenn x ein reguläres Element in A
ist.
Folgt daraus, daß Â ein Integritätsbereich ist, wenn A ein Integritätsbereich ist?
(Tip: Nutze die Exaktheit der Vervollständigung der Sequenz 0→ A

x·−→ A aus.)

Aufgabe 10.5. Seien a, b zwei Ideale in einem noetherschen kommutativen Ring A.
Zeige, daß für einen endlich erzeugten A-Modul ein Isomorphismus

(̂M̂a)b̂a ∼= M̂a+b

existiert.
(Tip: Betrachte die a-adische Vervollständigung der kurzen exakten Sequenz

0→ bmM →M →M/bmM → 0
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und verwende Proposition 42.3 auf Seite 107. Dann benutze die Isomorphismen

lim←−
m

(lim←−
n

M/(anM + bmM)) ∼= lim←−
n

M/(anM + bnM)

und die Inklusionen (a + b)2n ⊂ an + bn ⊂ (a + b)n.

Aufgabe 10.6. Sei a ein Ideal in einem Ring A. Zeige, daß a genau dann im Jacobson-
schen Radikal enthalten ist, wenn jedes maximale Ideal von A abgeschlossen bezüglich
der a-adischen Topologie ist.

Aufgabe 10.7. Sei (A,m, F ) ein lokaler Ring, welcher m-adisch vollständig ist. Für ein
Polynom f ∈ A[x] bezeichne f̄ ∈ F [x] die Reduktion modulo m.
Zeige das „Henselsche Lemma“: Ist f ∈ A[x] ein normiertes Polynom mit f̄ = g̃h̃ für

teilerfremde normierte Polynome g̃, h̃ ∈ F [x], so existieren normierte Polynome g, h ∈
A[x] mit f = gh und ḡ = g̃ und h̄ = h̃.
(Tip: Nimm an, daß induktiv Polynome gk, hk ∈ A[x] mit gkhk − f ∈ A[x]mk kon-

struiert worden sind. Dann folgere aus der Teilerfremdheit von g̃, h̃, daß für jede Zahl
1 ≤ p ≤ n Polynome ãp, b̃p ∈ F [x] mit xp = ãpḡk + b̃ph̄k existieren. Schließlich folgere
aus der Vollständigkeit von A, daß die Folgen gk, hk gegen die gewünschten Polynome
g, h ∈ A[x] konvergieren.)

Aufgabe 10.8. 1. Sei (A,m, F ) ein lokaler Ring, welcher m-adisch vollständig ist.
Sei f ∈ A[x]. Sei weiter ã ∈ F eine einfache Nullstelle der Reduktion f̄ ∈ F [x] von
f modulo m. Zeige, daß f eine einfache Nullstelle a ∈ A mit ā = ã besitzt.

2. Zeige, daß 2 eine Quadratwurzel in den 7-adischen ganzen Zahlen Z7 besitzt.

3. Seien K ein Körper und f ∈ K[x, y]. Besitze f(0, y) ∈ K[y] eine einfache Null-
stelle in a0 ∈ K. Zeige, daß eine formale Potenzreihe g =

∞∑
n=0

anx
n ∈ KJxK mit

f(x, g(x)) = 0 existiert.

Aufgabe 10.9. Zeige, daß die Umkehrung von Satz 43.8 auf Seite 113 falsch ist, selbst
unter der Annahme, daß A lokal ist und Â ein endlich erzeugter A-Modul.
(Tip: Nimm als A die Lokalisierung des Ringes aller C∞-Funktionen auf R nach dem

maximalen Ideal der bei 0 verschwindenden Funktionen. Benutze den Borelschen Satz,
daß jede Potenzreihe über R als Taylorreihe einer C∞-Funktion auf R realisiert werden
kann.

A.11. Dimensionstheorie
Aufgabe 11.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Sei f ∈ K[x1, . . . , xn]
ein irreduzibles Polynom. Wir sagen P = (a1, . . . , an) ∈ Kn sei nicht singulär, falls
( ∂f
∂x1

(a1), . . . , ∂f
∂xn

(an)) ∈ Kn nicht der Nullvektor ist.
Sei A = K[x1, . . . , xn]/(f). Sei m das Bild des Ideals (x1−a1, . . . , xn−an) in A. Zeige,

daß P genau dann nicht singulär ist, wenn Am ein regulärer lokaler Ring ist.

145



(Tip: Nach Folgerung 45.16 auf Seite 120 ist dimAm = n − 1. Weiter ist m/m2 =
(x1, . . . , xn)/(x1, . . . , xn)2 + (f). Dieser A/m-Vektorraum hat Dimension n − 1 genau
dann, wenn f /∈ (x1, . . . , xn)2.)

Aufgabe 11.2. Sei (A,m) ein vollständiger lokaler Ring. Sei K ⊂ A ein Körper, welcher
isomorph auf A/m abgebildet wird. Sei (x1, . . . , xd) ein Parametersystem für A. Zeige,
daß der Homomorphismus KJt1, . . . , tdK→ A, ti 7→ xi injektiv ist und daß A ein endlich
erzeugter Modul über KJt1, . . . , tdK wird.
(Tip: Proposition 43.6 auf Seite 112.)

Aufgabe 11.3. Sei K ein Körper. Sei A := K[x1, x2, . . . ] der Polynomring über K
in unendlich vielen Variablen. Sei 0 < m1,m2, . . . eine aufsteigende Folge natürlicher
Zahlen mit mi+1 −mi > mi −mi−1 für alle i > 1. Sei pi := (xmi+1, . . . , xmi+1) für alle i.
Sei schließlich S := A \

∞⋃
i=1

pi. Zeige dann folgende Behauptungen:

1. Die Ideale pi sind Primideale, und S ist damit multiplikativ abgeschlossen in A.

2. Der Ring S−1A ist noethersch. (Aufgabe 7.7 auf Seite 140.)

3. Die Höhe von S−1pi ist mi+1 −mi.

4. Es ist dimS−1A =∞.

Es existieren damit Noethersche Integritätsbereiche unendlicher Dimension.

Aufgabe 11.4. Formuliere Satz 44.3 auf Seite 114 in Termen der Grothendieckschen
Gruppe K(A0) (Aufgabe 7.13 auf Seite 141).

Aufgabe 11.5. Sei A ein kommutativer Ring. Zeige, daß

1 + dimA ≤ dimA[x] ≤ 1 + 2 dimA.

(Tip: Sei φ : A → A[x] die Einbettung. Sei p ein Primideal in A. Die Menge der
Primideale q in A[x] mit A ∩ q = p steht in kanonischer bijektiver Korrespondenz zur
Menge der Primideale von F [X], wobei F = Ap/App. Weiter ist dimF [X] = 1. Dann
Aufgabe 4.4 auf Seite 130.)

Aufgabe 11.6. Sei A ein noetherscher kommutativer Ring. Zeige, daß

dimA[x] = 1 + dimA

und damit dimA[x1, . . . , xn] = n+ dimA.
(Tip: Sei p ein Primideal der Höhe m in A. Dann existieren a1, . . . , am ∈ p, so daß p

minimales Primideal zu a := (a1, . . . , am) ist. Nach Aufgabe 4.4 auf Seite 130 ist p[x] ein
minimales Primideal zu a[x] und damit ht p[x] ≤ m.
Auf der anderen Seite induziert jede Primidealkette p0 ( p1 ( · · · ( pm = p eine

Primidealkette p0[x] ( p1[x] ( · · · ( pm[x] = p[x]. Damit ist also ht p[x] ≥ m.
Zeige schließlich durch Induktion über s: Ist q ein Primideal von A[x] der Höhe s, so

gilt s ≤ ht p + 1, wobei p = A ∩ q.)
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B. Grundlagen aus den Anfängervorlesungen

B.1. Mengen
Definition B.1. Sei X eine Menge. Eine Relation ∼ auf X heißt

1. transitiv, falls aus x ∼ y und y ∼ z auch x ∼ z für x, y, z ∈ X folgt,

2. reflexiv, falls x ∼ x für x ∈ X gilt und

3. antisymmetrisch, falls auch x ∼ y und y ∼ x schon x = y für x, y ∈ X folgt.

Definition B.2. Eine Halbordnung ≤ auf einer Menge X ist eine transitive, reflexive und
antisymmetrische Relation auf X. Eine Menge (X,≤) zusammen mit einer Halbordnung
heißt halbgeordnete Menge.

Anstelle von einer Halbordnung wird auch der Ausdruck „teilweise Ordnung“ benutzt
oder auch einfach nur „Ordnung“.
Beispiel B.3. Sei (X,≤) eine halbgeordnete Menge. Ist Z ⊂ X eine Teilmenge, so defi-
niert die Einschränkung von ≤ auf Z in kanonischer Weise eine Halbordnung auf Z.
Beispiel B.4. Sei Y eine Menge. Sei X ein System von Teilmengen von Y , also eine
Teilmenge der Potenzmenge von Y . Dann ist die Inklusionsrelation ⊂ eine Halbordnung
auf X. Damit ist jedes System X von Teilmengen in natürlicher Weise eine geordnete
Menge.

Definition B.5. Sei (X,≤) eine halbgeordnete Menge.

1. Ein größtes Element x ∈ X ist ein Element, so daß y ≤ x für alle y ∈ X.

2. Ein maximales Element x ∈ X ist ein Element, so daß aus x ≤ y schon x = y für
alle y ∈ X folgt.

3. Eine obere Schranke x ∈ X einer Teilmenge Z ⊂ X ist ein Element mit z ≤ x für
alle z ∈ Z.

Bemerkung B.6. Größte Elemente sind immer eindeutig und auch maximal. Existiert
ein größtes Element, so gibt es keine weiteren maximalen Elemente.
Ein größtes Element ist dasselbe wie eine obere Schranke der gesamten Menge.

Definition B.7. Sei (X,≤) eine halbgeordnete Menge.

1. Die Menge X heißt vollständig geordnet, falls x ≤ y oder y ≤ x für alle x, y ∈ X
gilt.

2. Eine Kette Z in X ist eine Teilmenge Z ⊂ X, welche mit der induzierten Halb-
ordnung vollständig geordnet ist, das heißt x ≤ y oder y ≤ x für alle x, y ∈ Z.

Satz B.8 (Zornsches Lemma). Sei X eine halbgeordnete Menge. Jede Kette in X besitze
eine obere Schranke in X. Dann besitzt X ein maximales Element.
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B.2. Topologie
Definition B.9. SeiX eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Menge von Teilmengen
von X, den offenen Mengen der Topologie, so daß

1. endliche Schnitte offener Mengen in X wieder offen sind (damit ist insbesondere
die ganze Menge X als leerer Schnitt offen) und

2. beliebige Vereinigungen offener Mengen in X wieder offen sind (damit ist insbe-
sondere die leere Menge ∅ als leere Vereinigung offen).

Eine Teilmenge heißt abgeschlossene Menge der Topologie, falls sie Komplement einer
offenen Menge in X ist.

Definition B.10. Ein topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer To-
pologie.
Ist X ein topologischer Raum und ist x ∈ X, so heißt eine offene Menge U von X mit

x ∈ U eine offene Umgebung von x in X.
Eine Umgebung von x in X ist eine Teilmenge U von X, so daß eine offene Umgebung

U ′ von x in X mit U ′ ⊂ U existiert.

Beispiel B.11. Sei X eine Menge. Die Potenzmenge von X ist eine Topologie auf X, die
diskrete Topologie auf X.
Beispiel B.12. Sei X ein topologischer Raum. Sei Y eine Teilmenge von X. Die Menge
der Schnitte von Y mit den offenen Teilmengen von X ist eine Topologie auf Y . Diese
Topologie heißt die Teilraumtopologie von Y in X.
In Zukunft versehen wir Y immer mit dieser Topologie.

Definition B.13. Sei X eine Menge. Eine Menge U von Teilmengen von X heißt Basis
einer Topologie auf X, falls U abgeschlossen unter endlichen Schnitten ist.

Proposition B.14. Sei X eine Menge. Ist U die Basis einer Topologie auf X, so ist
die Menge aller beliebigen Vereinigungen von Teilmengen in U in X eine Topologie auf
X. Diese Topologie heißt die durch U erzeugte Topologie.

Beispiel B.15. Seien X, Y zwei topologische Räumen. Dann ist die Menge aller Teilmen-
gen der Form U×V von X×Y , wobei U offen in X und V offen in Y ist, eine Basis einer
Topologie auf X×Y . Die davon erzeugte Topologie auf X×Y heißt die Produkttopologie.
In Zukunft versehen wir X × Y immer mit dieser Topologie.
In Verallgemeinerung des vorherigen Beispiels wird definiert:

Beispiel B.16. Sei (Xi)i∈I eine Familie topologischer. Dann ist die Menge aller Teilmen-
gen von X := ∏

i∈I Xi der Form
∏
i∈I Ui mit Ui ⊂ Xi offen für alle i ∈ I und Ui = Xi für

fast alle i ∈ I die Basis einer Topologie auf X × Y . Die davon erzeugte Topologie auf X
heißt die Produkttopologie.
In Zukunft versehen wir X immer mit dieser Topologie.
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Definition B.17. Sei X ein topologischer Raum. Sei x ∈ X. Eine Familie U von Teil-
mengen U von X mit U 3 x heißt Umgebungsbasis von x, falls für alle Umgebungen V
von x in X ein U ∈ U mit U ⊂ V existiert.
Wir sagen, X erfülle das erste Abzählbarkeitsaxiom, falls jeder Punkt von X eine

abzählbare Umgebungsbasis besitzt.

Definition B.18. Ein topologischer Raum X heißt hausdorffsch, falls die Diagonale
{(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X} in X ×X abgeschlossen ist.

Definition B.19. Sei X ein topologischer Raum. Sei (xn)n∈N0 eine Folge in X. Wir
sagen, daß ein Element x ∈ X ein Grenzwert von (xn) ist, geschrieben lim−→

n→∞
xn = x, falls

für jede Umgebung U von x in X gilt, daß xn ∈ U für n� 0.

Offensichtlich reicht es aus, sich auf Umgebungen einer Umgebungsbasis von x zu
beschränken.

Proposition B.20. Sei X ein Hausdorffraum. Dann besitzt eine Folge höchstens einen
Grenzwert.

Definition B.21. Seien X, Y zwei topologische Räume. Eine Abbildung f : X → Y
heißt stetig, falls für alle offenen Teilmengen V von Y das Urbild f−1(U) in X offen ist.
Eine bijektive stetige Abbildung zwischen topologischen Räumen, deren Umkehrung

auch stetig ist, heißt Homöomorphismus.

Beispiel B.22. Sei X eine Menge. Sei Y ein topologischer Raum. Versehen wir X mit
der diskreten Topologie, so ist jede Abbildung f : X → Y stetig.
Beispiel B.23. Sei Y ein topologischer Raum. Sei Z eine Teilmenge von Y . Dann ist eine
Abbildung f : X → Z von einem weiteren topologischen Raum X genau dann stetig,
wenn f als Abbildung nach Y stetig ist.

Definition B.24. Sei X ein topologischer Raum. Sei p : X → Y eine surjektive Abbil-
dung in eine Menge Y . Die Menge derjenigen Teilmengen V von Y , so daß f−1(V ) offen
in X ist, ist eine Topologie auf Y , die Quotiententopologie bezüglich p.

Beispiel B.25. Sei X ein topologischer Raum. Sei p : X → Y eine surjektive Abbildung
in eine Menge Y , die wir diesbezüglich mit der Quotiententopologie versehen. Dann ist
eine Abbildung f : Y → Z in einen weiteren topologischen Raum Z genau dann stetig,
wenn f ◦ p : X → Z stetig ist.

Proposition B.26. Ist A eine beliebige Teilmenge eines topologischen Raumes X, so
existiert eine kleinste Teilmenge A ⊃ A von X, welche abgeschlossen ist, der topologi-
sche Abschluß von A.

Definition B.27. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heißt dicht in X,
falls für den topologischen Abschluß A = X gilt.
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C. Grundlagen aus der Einführung in die Algebra

C.1. Körper
Definition C.1. Die Charakteristik charK eines Körpers K ist die kleinste positive
Zahl p ∈ N mit p · 1 = 0 ∈ K oder 0, wenn kein solches p existiert.

Beispiel C.2. Der Körper Q der rationalen Zahlen ist ein Körper der Charakteristik 0.

Proposition C.3. Die Charakteristik eines Körpers ist entweder 0 oder eine Primzahl.

C.2. Algebraische Erweiterungen
Definition C.4. Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, falls jedes normierte
Polynom f ∈ K[x] vollständig in Linearfaktoren zerfällt, falls also x1, . . . , xn ∈ K mit
f = (x− x1) · · · (x− xn) existieren.

Diese Definition ist gleichbedeutend damit, daß jedes Polynom über K mindestens
eine Nullstelle besitzt.
Beispiel C.5. Der Körper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Definition C.6. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung.

1. Ein Element x ∈ L heißt algebraisch über K, falls es einer Gleichung der Form
xn + a1x

n+1 + · · ·+ an mit ai ∈ K genügt.

2. Ein Element x ∈ L heißt transzendent über K, falls es nicht algebraisch ist.

3. Die Körpererweiterung K ⊂ L heißt algebraisch, falls jedes Element von L alge-
braisch über K ist.

Definition C.7. Eine KörpererweiterungK ⊂ L heißt endlich, falls L alsK-Vektorraum
endlich-dimensional ist. Die Zahl [L : K] := dimK L heißt der Grad der Körpererweite-
rung.

Beispiel C.8. Jede endliche Körpererweiterung ist algebraisch.
Beispiel C.9. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Für ein x ∈ L bezeichne K(x) den
kleinsten Zwischenkörper von K ⊂ L, welcher x enthält. Dann ist K ⊂ K(x) genau
dann eine endliche Körpererweiterung, wenn x algebraisch über K ist.

Definition C.10. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Ist x ∈ L algebraisch über K,
so heißt das normierte Polynom m ∈ K[x] minimalen Grades mit m(x) = 0 ∈ L das
Minimalpolynom von x über K.

Definition C.11. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Zerfällt ein Polynom f ∈ K[x]
über L vollständig in Linearfaktoren, so heißt L ein Zerfällungskörper von K.
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Satz C.12. Sei K ein Körper. Dann existiert eine algebraische Körpererweiterung
K ⊂ L, so daß L ein algebraisch abgeschlossener Körper ist. Insbesondere ist L ein
Zerfällungskörper für jedes Polynom über K.

Der Körper L heißt ein algebraischer Abschluß von K.

Satz C.13. Sei K ⊂ K ′ eine algebraische Körpererweiterung. Sei φ : K → L ein Kör-
perhomomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Körper L.

1. Der Homomorphismus φ läßt sich zu einem Körperhomomorphismus K ′ → L fort-
setzen.

2. Die Anzahl [K ′ : K]s der möglichen Fortsetzungen hängt nur von der Körpererwei-
terung K ⊂ K ′ ab und heißt ihr Separabilitätsgrad.

3. Es gilt [K ′ : K]s ≤ [K ′ : K]. Insbesondere ist der Separabilitsgrad einer endlichen
Körpererweiterung endlich.

Definition C.14. Eine endliche Körpererweiterung K ⊂ K ′ heißt separabel, falls [K ′ :
K]s = [K ′ : K].

Proposition C.15. Ist K ein Körper der Charakteristik Null, so ist jede endliche Kör-
pererweiterung K ⊂ K ′ separabel.

C.3. Galoissche Theorie
Definition C.16. Sei K ⊂ L eine endliche Körpererweiterung. Ist x ∈ L, so bezeichnen
wir mit φx : L→ L, y 7→ xy den durch Multiplikation mit x induzierten Endomorphismus
des K-Vektorraumes L.
Seine Spur trK φx heißt die Spur trL/K(x) von x in der Körpererweiterung K ⊂ L.

Proposition C.17. Sei K ⊂ L eine endliche Körpererweiterung.

1. Die Spur trL/K : L→ K ist eine K-lineare Abbildung.

2. Sei x ∈ L mit Minimalpolynom xn + a1x
n−1 + · · · + an über K. Dann ist

trL/K(x) = −[L : K(x)] · a1, insbesondere also ein Vielfaches eines Koeffizienten
des Minimalpolynomes.

Satz C.18. Sei K ⊂ L eine separable endliche Körpererweiterung. Dann ist die Biline-
arform

L× L→ K, (x, y) 7→ trL/K(xy)

auf L über K nicht ausgeartet.

Folgerung C.19. Ist K ⊂ L eine separable endliche Körpererweiterung, und ist
(x1, . . . , xn) eine Basis von L über K, so existiert genau eine Basis (y1, . . . , yn) von
L über K mit trL/K(xiyj) = δij.
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C.4. Transzendente Erweiterungen
Definition C.20. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Eine Familie (xi)i∈I von Elemen-
ten in L heißt algebraisch unabhängig, wenn für je endlich viele Elemente xi1 , . . . , xin der
Folge und f ∈ K[t1, . . . , tn] mit f(xi1 , . . . , xin) = 0 schon f = 0 folgt.

Bemerkung C.21. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Eine Familie (xi)i∈I von Elemen-
ten in L ist also genau dann algebraisch unabhängig, wenn der Ringhomomorphismus
K[(ti)]→ L, ti 7→ xi injektiv ist.

Definition C.22. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Eine Transzendenzbasis von L
über K ist eine maximale Familie algebraisch unabhängiger Elemente.

Bemerkung C.23. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Dann ist (xi)i∈I genau dann
eine Transzendenzbasis von L über K, wenn K((ti)) → L, ti 7→ xi eine wohldefinierte
algebraische Körpererweiterung ist.

Proposition C.24. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Dann besitzt L eine Transzen-
denzbasis über K und je zwei Transzendenzbasen haben dieselbe Mächtigkeit.

Definition C.25. Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung. Der Transzendenzgrad trdegK L
von L über K ist die Mächtigkeit einer Transzendenzbasis von L über K.

Beispiel C.26. Eine Körpererweiterung K ⊂ L ist genau dann algebraisch, wenn der
Transzendenzgrad von L über K gleich 0 ist.
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